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Az a d a t b á z i s k e z e l ő  r e n d s z e r e k  e l m é l e t i  h á t t e r e ­
k é n t  s z o l g á l ó  a d a t m o d e l l e k  f ő  t i p u s a i  a r e l á c i ó s ,  a 
h i e r a r c h i k u s  é s  a  h á l ó s  a d a t m o d e l l e k .  A r e l á c i ó s  a d a t ­
m o d e l l  m e g j e l e n é s é t  E . F .  Codd a l a p v e t ő  c i k k é t ő l  [23] 
s z o k á s  s z á m i t a n i .  E bben  a  c i k k b e n  a  s z e r z ő  a  r e l á c i ó  
f o g a l m á t  d e f i n i á l t a .  A C o d d - f é l e  r e l á c i ó  e g y  m á t r i x ,  
a m e l y n e k  s o r a i  a z  a d a t r e k o r d o k ,  é s  o s z l o p a i  a z  a t t r i ­
b ú tu m o k  . A Codd-fé le  r e l á c i ó  f e l h a s z n á l ó i  szempontból nézve 
hom ogén  f i l e ,  a  r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  p e d i g  v é g e s  sok  
r e l á c i ó  i d ő b e n  v á l t o z ó  h a l m a z a .  E b b e n  a z  a d a t m o d e l l -  
b e n  a z  a d a t t á r o l á s t  m á t r i x  a l a k b a n  v a l ó s í t j u k  meg.
E g y s z e r ű s é g e  é s  m a t e m a t i k a i  e s z k ö z ö k k e l  v a l ó  
v i z s g á l h a t ó s á g a  m i a t t  a  r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  a z  a d a t -  
b á z i s m o d e l l e k  k o m o ly  e l m é l e t i  a l a p j á v á  v á l t .
Az a d a t b á z i s m o d e l l b e n  a z  a d a t o k  k ö z ö t t  á l t a l á b a n  
so k  ö s s z e f ü g g é s  v a n .  A r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l b e n  a z  a d a ­
t o k  k ö z ö t t i  ö s s z e f ü g g é s e k  e g y i k  f o n t o s  t i p u s a  a  f u n k ­
c i o n á l i s  f ü g g ő s é g .  [ 2 3 ] - b a n  E . F .  C odd ,  m a jd  e z t  k ö v e ­
t ő e n  s z á m o s  c i k k  v i z s g á l t a  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  
g y a k o r l a t i  j e l e n t ő s é g é t .
W.W. A r m s t r o n g  a l a p v e t ő  c i k k e i b e n  ( [ 5 ] ,  [ 6 ] )  a
us z e r z ő  e l s ő k é n t  v i z s g á l t a  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  
m a t e m a t i k a i  s t r u k t ú r á j á t .
R. F a g i n  [46] a p r o p o z i c i o n á l i s  l o g i k a  ( p r o p o s i ­
t i o n a l  l o g i c )  é s  a f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  k ö z ö t t i  
k a p c s o l a t o t  t a n u l m á n y o z t a .  A k é s ő b b i  v i z s g á l a t o k b a n  a z  
a d a t f ü g g ő s é g  s z á m o s  t i p u s a  j e l e n t i k  m eg .  P é l d á u l  t ö b b -  
é r t é k ű  f ü g g ő s é g e k  ( m u l t i v a l u e d  d e p e n d e n c i e s )  [ 2 9 ] , [ 4 7 ] ,  
[78] (R. F a g i n  e z e k  s e g í t s é g é v e l  d e f i n i á l t a  a  n e g y e d i k
n o r m á l f o r m á t ) ;  e g y e s í t é s i  f ü g g ő s é g e k  ( j o i n  d e p e n d e n c i e s )  
[ 4 8 ] , [ 6 0 ] ;  b e á g y a z o t t  t ö b b é r t é k ü  f ü g g ő s é g e k  ( e m b e d d ed  
m u l t i v a l u e d  d e p e n d e n c i e s )  [29] , [47]  , [63]  .
A r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  e l m é l e t é n e k  e g y i k  f o n t o s  
i r á n y a  a f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  á l t a l á n o s i t á s a . T o ­
v á b b i  p é l d á k  á l t a l á n o s í t o t t  f ü g g ő s é g e k r e :  t r a n z i t í v  
f ü g g ő s é g e k  [ 5 8 ] ,  a m e l y e k  á l t a l á n o s í t j á k  a  f u n k c i o n á l i s  
é s  t ö b b é r t é k ü  f ü g g ő s é g e k e t ;  i m p l i k á c i ó s  f ü g g ő s é g e k  [ 5 2 ] ;
a l g e b r a i  f ü g g ő s é g e k  [ 7 7 ] ;  á l t a l á n o s  f u n k c i o n á l i s  f ü g ­
g ő s é g e k  [64 ] .
M agyar  s z e r z ő k  [ 3 5 ] , [ 3 7 ] , [ 4 0 ]  é s  [26] v e z e t t é k  b e  
é s  v i z s g á l t á k  a  d u á l i s ,  e r ő s  é s  g y e n g e  f ü g g ő s é g e k e t ,  
a m e ly e k  s z i n t é n  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  á l t a l á n o s í t á ­
s a i  .
[40] a l a p j á n  a f u n k c i o n á l i s ,  d u á l i s ,  e r ő s  é s  g y e n g e
5f ü g g ő s é g e k e t  l o g i k a i  f ü g g ő s é g e k n e k  n e v e z z ü k .
[ 3 5 ] - b e n  a  s z e r z ő  r á m u t a t  a  d u á l i s ,  a z  e r ő s  é s  
a  g y e n g e  f ü g g ő s é g e k  g y a k o r l a t i  j e l e n t ő s é g é r e :  d u á l i s  
é s  g y e n g e  f ü g g ő s é g e k  s e g í t s é g é v e l  g y o r s í t h a t j u k  a  
r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l e k  i n f o r m á c i ó s z o l g á l t a t á s á t ,  h a  a 
f e l h a s z n á l ó  nem i s m e r  m i n d e n ,  a  k i v á n t  i n f o r m á c i ó  
n y e r é s é h e z  á l t a l á b a n  s z ü k s é g e s  a t t r i b u t u m é r t é k e t , 
v a g y  h a  a t u l a j d o n s á g o k  e g y  h a l m a z á r ó l  c s a k  r é s z l e g e s  
i n f o r m á c i ó k r a  v a n  s z ü k s é g e .
Az e r ő s  f ü g g ő s é g e k  s e g í t s é g é v e l  a  n a g y  r e l á c i ó k a t  
k i s e b b e k r e  v á g h a t j u k  s z é t ,  t e h á t  a  t á r o l á s  h e l y i g é n y e  
c s ö k k e n .
Á l t a l á b a n  a  r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l b e n  a z  a d a t f ü g g ő s é g  
a x i o m a t i z á l á s á t  a z é r t  v a l ó s í t j u k  meg ,  h o g y  v i z s g á l h a s ­
s u k  a  k o n k r é t  r e l á c i ó k t ó l  f ü g g e t l e n  a d a t f ü g g ő s é g  á l t a ­
l á n o s  t u l a j d o n s á g a i t .
[ 5 ] - b e n  W.W. A r m s t r o n g  a x i o m a t i z á l t a  e l s ő k é n t  a 
f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j á t .  [ 1 6 ] - b a n  c s ö k k e n t i k  
a  W.W. A r m s t r o n g  á l t a l  b e v e z e t e t t  a x i ó m á k  s z á m á t  [ 1 1 ] -  
b e n  C. B e e r i ,  R. F a g i n  é s  J .  Howard a  t ö b b é r t é k ü  f ü g g ő ­
s é g  a x i o m a t i z á l á s á t  a d t á k .
E . F .  Codd a l a p v e t ő  c i k k e  [23] ó t a  s z á m o s  d o l g o z a t  
f o g l a l k o z i k  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k k e l  k a p c s o l a t o s  
k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k k a l .
6[3 5 ] - b e n  a  sze rző  a j  a x i ó m a r e n d s z e r e k e t  v e z e t e t t  b e .
Ezek a z  a x i ó m a r e n d s z e r e k  a  f u n k c i o n á l i s , d u á l i s ,  
e r ő s  é s  g y e n g e  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i n a k  k o m b i n a t o r i ­
k a i  s t r u k t ú r á j á t  e m e l i k  k i .
[ 2 2 ] - b e n  a  s z e r z ő k  a  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k  ( l á s d  
1 .1 4  D e f i n i c i ó )  k o m b i n a t o r i k a i  j e l l e m z ő i t  v i z s g á l t á k .
A f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  a d o t t  c s a l á d j á b a n  a 
m a x i m á l i s  e l e m e k  s z á m á r a  ad tak  b e c s l é s t  [ 1 7 ] - b e n .
I s m e r e t e s  ( [ 5 ] , [ 3 5 ] ) ,  h o g y  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő ­
s é g e k  a d o t t  F c s a l á d j á h o z  l é t e z i k  o l y a n  r e l á c i ó ,  a m e l y  
r e p r e z e n t á l j a  a z  F c s a l á d o t .  F o n t o s  p r o b l é m a  a z  a d o t t  
F c s a l á d o t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó k  v i z s g á l a t a ,  
a z a z  m e g h a t á r o z n i  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  a d o t t  c s a ­
l á d j á t  r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó k  k ö z ü l  a z t ,  a m e l y i k n é l  a 
s o r o k  s z á m a  a  l e g k i s e b b .
J e l ö l j e  S(F)  a z  F c s a l á d o t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  
r e l á c i ó  s o r a i n a k  s z á m á t ,  é s  l e g y e n
S ( n ) = m a x ( S ( F ) : F a z  n.  f e l e t t i  f u n c i ó n á l i s  f ü g g ő s é ­
gek  c s a l á d j a ,  / .Q /= n } .
A [ 3 8 ] - b a n  a  s z e r z ő k  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y
7Az E . F .  Codd á l t a l  b e v e z e t e t t  m i n i m á l i s  k u l c s  a z  
e g y i k  f o n t o s  f o g a l o m  a r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  e l m é l e t é ­
b e n .  Az a n t i k u l c s o k  ( l á s d  1 . 1 7  D e f i n í c i ó b a n )  l é n y e ­
g e s  s z e r e p e t  j á t s z a n a k  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k r e  
v o n a t k o z ó  e x t r e m á l i s  p r o b l é m á k  v i z s g á l a t á b a n  é s  a z  
o l y a n  k o n k r é t  r e l á c i ó k  k o n s t r u k c i ó j á b a n ,  a m e l y e k  a  
m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e i t  r e p r e z e n t á l j á k .
[33] b e b i z o n y í t j a  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e i  
é s  a  S p e r n e r - r e n d s z e r e k  k ö z ö t t i  e k v i v a l e n c i á t .
A f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i h o z  h a s o n l ó a n  
v i z s g á l t á k  a  S p e r n e r - r e n d s z e r e k e t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i ­
m á l i s  r e l á c i ó k k a l  k a p c s o l a t o s  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é ­
m á k a t  i s .
J e l ö l j e  s (K)  a  K S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  
m i n i m á l i s  r e l á c i ó  s o r a i n a k  s z á m á t ,  é s  l e g y e n
s (n) =max {s (K) : K a z ü  f e l e t t i  S p e r n e r - r e n d s z e r , / í í / = n } .
B e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y
Az a d o t t  S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  
r e l á c i ó  k o n s t r u k c i ó j a  á l t a l á n o s  e s e t b e n  n e h é z .  A 
m i n i m á l i s  r e l á c i ó k a t  e z é r t  s p e c i á l i s  S p e r n e r - r e n d -  
s z e r e k b e n  v i z s g á l t á k ,  b e c s ü l t é k  a  m i n i m á l i s  r e l á l á c i ó k
l
8s o r a i n a k  s z á m á t  [4 1 ] ,  [ 4 4 ] .
T u d j u k  ( ['5J , [ 3 5 ]  ) , h o g y  a d o t t  K S p e r n e r - r e n d -  
s z e r h e z  l é t e z i k  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  h o g y  K=KH 
( 1 . 9  T é t e l ) ,  a h o l  Ku a  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  ö s s z e s  
m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e  ( 1 . 1 6  D e f i n í c i ó ) .  
V i z s g á l t á k  az  o l y a n  s p e c i á l i s  K S p e r n e r - r e n d s z e r e k e t , 
a m e l y e k r e  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  l é ­
t e z i k ,  h o g y  K=Kh [ 2 2 ] ,  [ 4 2 ] ,
A r e l á c i ó s  a d a t b á z i s o k b a n  f e l h a s z n á l h a t ó  e g y é b  
e r e d m é n y e k e t  t a l á l h a t u n k  [ 3 ] - b a n , [ 4 ] - b e n , [ 1 8 ] - b a n  é s  
[ 1 9 ] - b e n .  [ 2 0 ] - b a n  a  r e l á c i ó s  a d a t b á z i s b a n  t ö r t é n ő  
i n f o r m á c i ó  m é r é s é r ő l  o l v a s h a t u n k .  E z e k k e l  a z  e r e d m é ­
n y e k k e l  nem f o g l a l k o z u n k .
A d i s s z e r t á c i ó b a n  n é h á n y  o l y a n  k o m b i n a t o r i k a i  
p r o b l é m á t  v i z s g á l u n k ,  a m e l y e k  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é ­
g e k r e  é s  e z e k  á l t a l á n o s  f ü g g ő s é g e i r e  ( d u á l i s  é s  e r ő s  
f ü g g ő s é g e k )  v o n a t k o z n a k .
Az 1 .  f e j e z e t b e n  e l ő k é s z ü l e t k é n t  b e v e z e t j ü k  a 
l e g s z ü k s é g e s e b b  f o g a l m a k a t  é s  b i z o n y í t á s  n é l k ü l  k ö z ö l ­
jü k  a z o k a t  az  e r e d m é n y e k e t ,  a m e l y e k r e  a  t o v á b b i  f e j e ­
z e t e k b e n  t á m a s z k o d u n k .
A 2 .  f e j e z e t b e n  l o g i k a i  f ü g g ő s é g e k k e l  f o g l a l ­
k o z u n k .  B e v e z e t j ü k  a  f u n k c i o n á l i s ,  a d u á l i s  é s  a z  
e r ő s  f ü g g ő s é g e k  u j  a x i ó m á i t .  S z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s
«
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f e l t é t e l e k e t  a d u n k  a r r a ,  h o g y  e g y  r e l á c i ó  e g y  S p e r n e r  
r e n d s z e r t ,  i l l .  f u n k c i o n á l i s ,  d u á l i s ,  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  
e g y  c s a l á d j á t  r e p r e z e n t á l j o n .  A d o t t  R r e l á c i ó h o z  az  
R i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó i t  e l ő á l l í t j u k .  M e g b e c s ü l j ü k  a 
m i n i m á l i s ,  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k  s o r a i n a k  s z á m á t .
A 3 .  f e j e z e t b e n  a m i n i m á l i s  k u l c s o k  é s  a n t i k u l -  
c s o k  h a l m a z a i v a l  f o g l a l k o z u n k  ( e z e k  l é n y e g é b e n  
S p e r n e r - r e n d s z e r e k ) .
K o n s t r u á l u n k  n é h á n y  k o m b i n a t o r i k a i  a l g o r i t m u s t  
é s  b e c s ü l j ü k  i d ő b o n y o l u l t s á g u k a t .  Ezek  e g y i k e  a d o t t  
m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r é b ő l  m e g h a t á r o z z a  a z  a n t i -  
k u l c s o k  t e l j e s  h a l m a z á t ,  a  t ö b b i e k  a d o t t  a n t i k u l c s o k  
h a l m a z á b ó l  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s o t ,  v a g y  m i n i m á l i s  
k u l c s o k  t e l j e s  r e n d s z e r é t  t a l á l j á k  meg.
I g a z o l j u k ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  p o l i n o m i d e j ü  a l g o r i t m u s ,  
a m e l y  a d o t t  r e l á c i ó h o z  e l d ö n t i ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  a t t r i ­
b ú tu m  t a r t o z i k - e  v a l a m e l y  m i n i m á l i s  k u l c s h o z .
E f e j e z e t b e n  a  k ö v e t k e z ő t  b i z o n y l t j u k  b e :  a z  a 
p r o b l é m a ,  h o g y  a d o t t  a n t i k u l c s o k  h a l m a z á h o z  l é t e z i k - e  
eg y  o l y a n  k u l c s ,  a m e l y n e k  n a g y s á g a  nem n a g y o b b ,  m i n t  
eg y  a d o t t  t e r m é s z e t e s  s zá m ,  N P - t e l j e s .
A 4 .  f e j e z e t b e n  m i n i m á l i s  k u l c s o k  s p e c i á l i s  r e n d ­
s z e r e i v e l  f o g l a l k o z u n k  ( e z e k  s p e c i á l i s  S p e r n e r - r e n d ­
s z e r e k )  . R é s z l e t e s e b b e n  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  o l y a n  
r e n d s z e r e i t  v i z s g á l j u k ,  a m e l y e k  a z o k r a  a  K S p e r n e r -  
r e n d s z e r e k r e  v o n a t k o z n a k ,  a m i k o r  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  H
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l e z á r á s i  o p e r á c i ó  l é t e z i k ,  h o g y  K=KH>
A m i n i m á l i s  k u l c s o k  t ö b b i  s p e c i á l i s  r e n d s z e r e i  
a  k - e l e m ü  h a l m a z a i n a k  S p e r n e r - r e n d s z e r e i r e  v o n a t k o z ­
n a k  .
B e f e j e z é s ü l  e z e n  a h e l y e n  s z e r e t n é k  k ö s z ö n e t é t  m o n d a n i  
a s p i r á n s v e z e t ő m n e k ,  D r . D e m e t r o v i c s  J á n o s n a k  munkám s o ­
r á n  n y ú j t o t t  s e g í t s é g é é r t .
1 .  FEJEZET
A l a p f o g a l m a k
A r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  a z  a d a t k e z e l é s  e g y i k  l e g -  
i g é r e t e s e b b  e s z k ö z e ,  a m e l y  a l k a l m a s  a z  a d a t b á z i s o k  
l o g i k a i  s z e r k e z e t é n e k  l e i r á s á r a .
E f e j e z e t b e n  a z o k a t  a  r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l e l  
k a p c s o l a t o s  l e g s z ü k s é g e s e b b  d e f i n í c i ó k a t  é s  a z  i r o ­
d a lo m b a n  már  k ö z ö l t  s z ü k s é g e s  e r e d m é n y e k e t  i s m e r t e t ­
j ü k ,  ( b i z o n y í t á s  n é l k ü l ) ,  a m e l y e k e t  a  t o v á b b i  f e j e z e ­
t e k b e n  h a s z n á l u n k .  N e v e z e t e s e n  f ő k é n t  E . F .  Codd  [ 2 3 ] ,  
W.W. A r m s t r o n g  [ 5 ] ,  D e m e t r o v i c s  J á n o s  é s  K a t o n a  G y u la  
( [ 3 3 ] ,  [35] é s  [ 4 4 ] )  c i k k e i r e  t á m a s z k o d u n k .  P o n t o s a b b a n  
a  r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  k o m b i n a t o r i k a i  j e l l e g ű  p r o b l é m á ­
i r a  v o n a t k o z ó  s z ü k s é g e s  e r e d m é n y e k e t  D e m e t r o v i c s  J á n o s  
é s  K a t o n a  G y u l a  c i k k e i  a l a p j á n ,  a z  a x i ó m a r e n d s z e r e k e t  
p e d i g  W.W. A r m s t r o n g  c i k k e  a l a p j á n  t á r g y a l j u k .
A l a p v e t ő  d e f i n í c i ó  a  k ö v e t k e z ő :
1 . 1  D e f i n í c i ó . Legyen fi egy nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  n 
e l e m e i t  a t t r i b ú t u m o k n a k  n e v e z z ü k .  M in d en  a g - r a  l e ­
g y e n  D e g y  t e t s z ő l e g e s  nem ü r e s  h a l m a z .  D a z  a  
a t t r i b ú t u m  é r t é k k é s z l e t e ,  e l e m e i t  a z  a  a t t r i b ú t u m
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é r t é k e i n e k  n e v e z z ü k .
E k k o r  a  x D D e s c a r t e s - s z o r z a t  t e t s z ő l e g e s  
ae  fi a
v é g e s  R r é s z h a l m a z á t  Í2 f e l e t t i  r e l á c i ó n a k  n e v e z z ü k .
Egy fi f e l e t t i  R r e l á c i ó  t e h á t  h : f i  ^  U  D k i v á l a s z -
a£ fi
t á s i  f ü g g v é n y e k b ő l  á l l .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  
\ /a  (a€fi =>h ( a )€ D ) .3.
Ha R = { h 1 , h 2 , , . . , h m } e g y  f i = { a ^ , a 2 , . . . , a n } f e l e t t i  
r e l á c i ó ,  a k k o r  a z  R r e l á c i ó t  a  k ö v e t k e z ő  k é t d i m e n z i ­
ó s  t á b l á z a t k é n t  á b r á z o l j u k .
fi: n
m
h 1 ( a 1 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . h .  ( a  )  
1  n
h 2 ( a l )








«  •  .  #  •  *
h  ( a  - )  
m  1
t - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
h  ( a  )  i  
m  n
i
R e l e m e i t  R s o r a i n a k ,  v a g y  r e k o r d o k n a k  n e v e z z ü k .
Egy r e l á c i ó b a n  nem e n g e d j ü k  meg, h o g y  k é t  s o r  a z o n o s
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l e g y e n .  A z az  m i n d e n  i , j - r e  ( i ^ j , 1 á i S m ,  i s j á m )  h ^ h ^  . 
J e l ö l j ü k  / R / - r e l  é s  / f t / - v a l  a z  R é s  ft e l e m e i n e k  s z á ­
m á t  .
1 . 1  L o g i k a i  f ü g g ő s é g e k
1 . 2  D e f i n i c i ó  [23]  L e g y e n i l  nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z  
é s  R = {h.j , .  . . , h  } e g y  r e l á c i ó  a z  f t - n .  L e g y e n  t o v á b ­
b á  A é s  B ft r é s z h a l m a z a i .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  B f u n k -
f
c i o n á l i s a n  f ü g g  A - t ó l  R - b e n .  ( J e l ö l j e  e z t  A -*• B) , h a
R
(Vhi f h j €R) ( ( v a e A )  ( h i  (a) =h j  ( a ) ) -> (vb<TB) ( h i  (b) = h j  ( b ) )).
V i l á g o s ,  h o g y  h a  B f u n k c i o n á l i s a n  f ü g g  A - t ó l ,  a k k o r  
a z  A - b e l i  a t t r i b ú t u m o k h o z  t a r t o z ó  é r t é k e k  a z  R b á r ­
m e ly  s o r á n a k  B - b e l i  a t t r i b ú t u m o k h o z  t a r t o z ó  é r t é k e i t  
m e g h a t á r o z z á k .
A f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g h e z  h a s o n l ó  módon [26]  
é s  [35] d e f i n i á l t á k  a  d u á l i s ,  a z  e r ő s  é s  a  g y e n g e  
f ü g g ő s é g e k e t ,  a m e l y e k  a l k a l m a s a k  a  r e l á c i ó s  a d a t ­
m o d e l l  a l k a l m a z á s a k o r  a z  a d a t o k  k ö z ö t t i  ö s s z e f ü g g é ­
s e k  h a t é k o n y  l e i r á s á r a .
1 . 3 .  D e f i n i c i ó . ( [ 2 6 ] , [ 3 5 ] )  L e g y e n  R=( h.j , . . . , h  )
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eg y  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n e k  t o v á b b á  A é s  B
r é s z h a l m a z a i  f i -n ak .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  B d u á l i s a n
d
f ü g g  A - t ó l  R - b e n  ( J e l ö l j e  A -* B) , h a
R
d r h i , h j €R) ( (5afcA)(h..<a)=h(aj)->- (3b€B)(hi  (b) =h . (b) ));
s
B e r ő s e n  f ü g g  A - t ó l  R - b e n  ( J e l ö l j e  A B) , h a
R
(rfh . , h  €R) ( (3a£A) ( h ± (a) = h .  (a) ) -> ( Vb6B) ( h ± (b) =h .  (b) ) ) 
J J w J
B g y e n g é n  f ü g g  A - t ó l  R - b e n  ( j e l ö l j e  A -*■ B) , h a
R
(Vhi , h j €R) ( (VaíA) ( h ± ( a ) = h j (a) ) -* (JbfeB) ( h ± (b) =h ^  (b) ) )
[35] s z e r i n t  a f u n k c i o n á l i s ,  a  d u á l i s ,  a z  e r ő s  é s  a 
g y e n g e  f ü g g ő s é g e k e t  l o g i k a i  f ü g g ő s é g e k n e k  n e v e z z ü k .
L á t h a t ó ,  hogy a f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g  d e f i n í c i ó j á ­
b ó l  a k v a n t o r o k  v á l t o z t a t á s á v a l  a  d u á l i s ,  a z  e r ő s  é s  a 
g y e n g e  f ü g g ő s é g e k e t  k a p j u k .  E zek  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő ­
s é g  á l t a l á n o s i t á s a i .
T e t s z ő l e g e s  R fi f e l e t t i  r e l á c i ó r a  l e g y e n e k
f
F ={ (A,B) : A,BCfi é s  A -* B};
R '  R
d
D = { (A ,B ) :A,B<tfi é s  A B};
R R
s
SD ={ (A,B) : A ,B c ^  é s  A -* B};
R '  R
w
W_ = { (A , B) :A ,Bcf i  é s  A + B}.
R ' R
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Az F n lD ^ jS j .  é s  WD) h a l m a z t  a z  R f u n k c i o n á l i s  ( d u á l i s ,  
e r ő s  é s  g y e n g e )  f ü g g ő s é g e i  t e l j e s  c s a l á d j á n a k  n e ­
v e z z ü k  .
W.W. A r m s t r o n g  [5] a z é r t  v e z e t e t t e  b e  a  f u n k c i ­
o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  a x i ó m a r e n d s z e r é t ,  h o g y  v i z s g á l n i  
t u d j a  a z o k a t  a z  á l t a l á n o s  t u l a j d o n s á g o k a t ,  a m e l y e k  
nem f ü g g e n e k  k o n k r é t  r e l á c i ó k t ó l .  V a g y i s  e z e k  a  t u ­
l a j d o n s á g o k  m i n d e n  r e l á c i ó b a n  t e l j e s ü l n e k .
[ 2 6 ] - b a n  C z é d l i  a x i ó m a t i z á l t a  a  d u á l i s  é s  e r ő s  
f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i t .
Ezek  a z  a x i ó m a r e n d s z e r e k  a  k ö v e t k e z ő k  ( [ 5 ] ,  [ 2 6 ] )
1 . 4 .  D e f i n i c i ó . ( [ 5 ] ,  [ 2 6 ] )  L e g y e n  a d v a  a z  fi nem 
ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  P(fi)  a z  fi h a l m a z  h a t v á n y h a l m a z a  
é s  Y ? P ( f i )  x P ( f i ) .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  Y k i e l é ­
g í t i  a z  F - a x i ó m a r e n d s z e r t , h a  t e t s z ő l e g e s  A , B , C , D C f i -  
r a  t e l j e s ü l n e k  a  k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l e k
(F1) (A , A)CY;
(F2) (A ,B )€ Y , (B,C)CY -* (A ,C)€  Y ;
(F3) (A ,B )€ Y , ACC, D?B -* (C ,D )€ Y ;
( F 4 ) (A ,B )£ Y , (C , D) € Y -»• (AUC,BÜD)€Y.
Y k i e l é g í t i  a  D - a x i ó m a r e n d s z e r t , h a  t e t s z ő l e g e s  
A , B , C , D Q f i - r a  t e l j e s ü l n e k  a z  a l á b b i  f e l t é t e l e k
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(Dl ) (A, A) £ Y ;
(D2) (A ,B) £ Y ,  (B ,C )£ Y (A ,C )£Y ;
(D3) (A ,B )£ Y , CCA,BCD -> (C ,D )€Y ;
(D4) (A ,B)€Y,  (C ,D )€Y -v (AUC ,BUD) £Y ;
(D5) (A ,0)£Y -> A =0 .
Y k i e l é g i t i  a z  S - a x i ó m a r e n d s z e r t ,  h a  t e t s z ő l e g e s
A , B , C , Dcfi r a  é s  a t f i - r a  a  k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l e k  t e l
j e s ü l n e k .
(S í  ) ( { a } , í a } ) £ Y ;
( S 2) (A ,B )6Y ,  (B , C ) GY , B?í0 -> (A , C) £Y ;
(S3) (A , B) £Y , C?A, Dcb + (C , D) £ Y ;
(S4) (A , B) £ Y , (C ,D )£Y (AUC ,BHD)£ Y ;
( S5) (A ,B)£Y,  (C , D)€ Y -> (A'IC ,BUD) € Y .
1 . 5  D e f i n í c i ó . L e g y e n  YCP( fi) x P ( fi) .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  
h o g y  Y f - c s a l á d  ( d - c s a l á d ,  s - c s a l á d )  a z  fi f e l e t t ,  ha  
Y k i e l é g í t i  a z  F - a x i ó m a r e n d s z e r t  (a D - a x i ó m a r e n d s z e r t , 
a z  S - a x i ó m a r e n d s z e r t ) .
W.W. A r m s t r o n g  [5] d e f i n i á l t a  a z  f - c s a l á d  m a x i ­
m á l i s  j o b b o l d a l a i n a k  h a l m a z á t ,  a m e l y  a z  f - c s a l á d o t  
m e g h a t á r o z z a .
1 . 6  D e f i n i c i ó .  [5] L e g y e n  fi nem ü r e s  h a l m a z ,  P(fi)  a z
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fi h a t v á n y  h a l m a z a  é s  F c p ( f i )  x P(fi) e g y  f - c s a l á d  a z  
fi f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á  (A ,B ) £ F .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  
h o g y  (A,B) m a x i m á l i s  f ü g g ő s é g e  a z  F - n e k ,  h a  t e t s z ő ­
l e g e s  A ' , B ' h a l m a z o k r a  (A'CA,B<?B') (a' , B ' ) £ F  -> A '=A é s
B '  = B .
J e l ö l j e  M(F) a z  F c s a l á d  m a x i m á l i s  f ü g g ő s é g e i n e k  h a l ­
m a z á t .  Egy B h a l m a z  (B^fi) a z  F c s a l á d  m a x i m á l i s  j o b b ­
o l d a l a ,  h a  v a n  o l y a n  A h a l m a z  (ACfi) , a m e l y r e  ( A ,B ) € M ( F ) .
A t o v á b b i a k b a n  j e l ö l j e  1 (F )  a z  F c s a l á d  m a x i m á l i s  j o b b ­
o l d a l a i n a k  h a l m a z á t .
1 . 7  D e f i n i c i ó . L e g y e n  Ió P ( f i )  a m e t s z e t r e  n é z v e  z á r t  
( a z a z  A ,B € I  -*■ AnB€I)  . L e g y e n  t o v á b b á  Mcp(fi) .
+ r  . .
J e l ö l j e  M a z  { / I  M. : M.6M, l á r á | M | }  h a l m a z t .  E k k o r
i=1 1 1
a z t  m o n d j u k ,  h o g y  M g e n e r á l j a  a z  I - t ,  h a  M+=I t e l j e ­
s ü l .  Az i l y e n  M h a l m a z r e n d s z e r t  a z  I  m e t s z e t - g e n e r á ­
t o r á n a k  n e v e z z ü k .
1 . 8  D e f i n i c i ó . ( [ 5 ] ,  [ 3 5 ] )  L e g y e n  A  nem ü r e s  v é g e s  
h a l m a z ,  P(fi) a z  fi h a t v á n y  h a l m a z a .  L e g y e n  t o v á b b á  
I C P ( f i ) .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  I  m e t s z e t i é l h á l ó  a z  fi 
f e l e t t  h a  fi € I  é s  I  a  m e t s z e t r e  n é z v e  z á r t .
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1 . 1  T é t e l  [5] . L e g y e n  fi nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z .  L e g y e n  
t o v á b b á  F egy  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  E k k o r  1 ( F )  egy 
m e t s z e t f é l h á l ó  a z  n f e l e t t .  F o r d i t v a ,  h a  I  m e t s z e t -  
f é l h á l ó ,  a k k o r  p o n t o s a n  egy  o l y a n  F f - c s a l á d  v a n ,  
a m e l y r e  1 = 1 (F) :
F= { (A ,B) : C e i :  A?C BíC } .
Könnyen  l á t h a t ó ,  h o g y  a z  fi f e l e t t i  f - c s a l á d o k  é s  a 
m e t s z e t f é l h á l ó k  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  k ö l c s ö ­
n ö s e n  e g y é r t e l m ű .
Az 1 . 1  T é t e l  a l a p j á n  W.W. A r m s t r o n g  b e b i z o n y í ­
t o t t a  a z  a l á b b i  t é t e l t
1 . 2  T é t e l . ( A r m s t r o n g  T é t e l ) [ 5 ] .  L e g y e n  R e g y  fi f e ­
l e t t i  r e l á c i ó .  E k k o r  F eg y  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  
F o r d i t v a ,  h a  F e g y  fi f e l e t t i  f - c s a l á d ,  a k k o r  l é t e ­
z i k  o l y a n  R r e l á c i ó ,  m e l y r e  F = F ^ .
1 . 1  M e g j e g y z é s . K ö n n y e n  l á t h a t ó ,  h o g y  e g y  F f - c s a ­
l á d h o z  á l t a l á b a n  s o k  o l y a n  r e l á c i ó  v a n ,  a m e l y r e  
F=Fr .
[ 2 6 ] - b a n  C z é d l i  b e v e z e t t e  a  d - c s a l á d  m a x i m á l i s
b a l o l d a l a i n a k  h a l m a z á t .
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1 . 9  D e f i n í c i ó . ( [ 2 6 ] )  L e g y e n  D e g y  d - c s a l á d  a z  fi 
f e l e t t  é s  (A ,B )6D .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  (A,B) 
m a x i m á l i s  b a l o l d a l - f ü g g ő s é g e  a  D - n e k ,  h a  m i n d e n  A '  
ha lmazra  (ACA') ( A ' ,B ) € D  ■+ A '= A .
J e l ö l j ü k  M ( D ) - v e l  a  D m a x i m á l i s  b a l o l d a l - f ü g g ő ­
s é g e i n e k  h a l m a z á t ,  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  A m a x i m á l i s  b a l o l ­
d a l a  a  D - n e k ,  h a  van  o l y a n  B h a l m a z ,  h o g y  (A ,B )€ M (D ) .
A t o v á b b i a k b a n  j e l ö l j e  G(D) a  D m a x i m á l i s  b a l -  
o l d a l a i n a k  h a l m a z á t .
1 . 1 0  D e f i n i c i ó . ( [ 2 6 ] )  L e g y e n  I £ P ( f i ) .  A z t  m o n d j u k ,  
h o g y  I  e g y  d - f é l h á l ó  a z  fi f e l e t t ,  h a  0 , f i £ I  é s  I  m e t ­
s z e t r e  n é z v e  z á r t .
1 . 3  T é t e l  [ 2 6 ] . L e g y e n  D e g y  d - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .
E k k o r  G(D) e g y  d - f é l h á l ó  a z  9 f e l e t t .  F o r d i t v a ,  t e t ­
s z ő l e g e s  G d - f é l h á l ó h o z  l é t e z i k  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  
D d - c s a l á d ,  h o g y  G=G(D):
D= { (A ,B) : C6G: BCC -*■ ACC } .
Az 1 . 3  T é t e l  a l a p j á n  b e l á t h a t ó ,  h o g y  a  d - c s a l á d o k  é s  
a z  fi f e l e t t i  d - f é lh á lő k  kö zö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  
k ö l c s ö n ö s e n  e g y é r t e l m ű .
20
1 .4  T é t e l  ( [ 2 6 ]  , [ 3 5 ] ) . L e g y e n  R e g y  nem ü r e s  r e l á c i ó  
az  0 f e l e t t .  E k k o r  DR e g y  d - c s a l á d .  F o r d i t v a , h a  D 
egy  fi f e l e t t i  d - c s a l á d ,  a k k o r  v a n  o l y a n  R nem ü r e s  
r e l á c i ó ,  h o g y  D=D_,.
1 . 5  T é t e l  ( [ 2 6 ] , [ 3 5 ] ) . L e g y e n  R e g y  fi f e l e t t i  r e l á c i ó .  
E kkor  S e g y  s - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  F o r d i t v a ,  h a  SI\
egy  s - c s a l á d  a z  Cl f e l e t t ,  a k k o r  l é t e z i k  o l y a n  R r e l á ­
c i ó ,  a m e l y r e  S = SR .
L á t h a t ó ,  h o g y  eg y  D d - c s a l á d h o z  ( e g y  S s - c s a l á d h o z )  á l ­
t a l á b a n  s o k  o l y a n  R r e l á c i ó  v a n ,  a m e l y r e  D=DR (S=SR) .
Az a l á b b i  t é t e l  [35] r á m u t a t  a z  f - c s a l á d o k  é s  a  
d - c s a l á d o k  k ö z ö t t  f e n n á l l ó  d u a l i t á s r a .
1 .6  T é t e l  [35] . L e g y e n  FC P( f i )x P ( f i )  o l y a n  h a l m a z r e n d ­
s z e r ,  h o g y  ( A , B ) £ F ,  13^0 e s e t é n  A ^ 0 .
E k k o r  F p o n t o s a n  a k k o r  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t ,  h a  
a  D = { ( B ,A ) :  (A ,B ) € F )  h a l m a z r e n d s z e r  d - c s a l á d  a z  _n
f e l e t t .
1 . 2  M e g j e g y z é s . L e g y e n  F e g y  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  
Legyen  F ' = F ' {  (0,B)€F:B^0} . B e l á t h a t j u k ,  h o g y  F '  i s  
f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .
Legyen  D ( F ) = { ( B , A ) :  ( A , B ) £ F ' } .  E k k o r  a z  1 . 6  T é t e l
s z e r i n t  D(F)  eg y  d - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .
Leg y en  R e g y  fi f e l e t t i  r e l á c i ó .  L e g y e n e k
Fr =Fr n { (0,B)€Fr :B^0 }és  D (F r ) ={ (b ,A) : (A ,B )eF ^>
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Á l t a l á b a n  DR^D (FR) .  A 2 .  f e j e z e t b e n  eg y  s z ü k s é g e s
é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l t  a d u n k  a  D_.=D(FT3) e g y e n l ő s é g
K K
t e l j e s ü l é s é r e .
[ 3 5 ] - b e n  v e z e t t é k  b e  a  r e l á c i ó  e g y e n l ő s é g h a l m a ­
z á n a k  f o g a l m á t .  Ez a  f o g a l o m  f o n t o s  s z e r e p e t  j á t s z i k  
a l o g i k a i  f ü g g ő s é g e k  k o m b i n a t o r i k a i  j e l l e g ű  p r o b l é m á  
i n a k  v i z s g á l a t á b a n .
1 . 1 1  D e f i n í c i ó . ( [ 3 5 ] )  L e g y e n  R={h.j , . . . , h  } e g y  r e ­
l á c i ó  a z  fi f e l e t t ,  t o v á b b á  E^_. ={aefi  : h ^  (a) =h ^  (a )  }
( l á i < j á m )  . Az E^_. h a l m a z t  a  h ^  é s  h^ s o r o k  e g y e n ­
l ő s é g h a l m a z á n a k ,  a  { E j -  : 1 á i < j á m )  h a l m a z t  a z  R
e g y e n l ő s é g h a l m a z á n a k  n e v e z z ü k .
A t o v á b b i a k b a n  j e l ö l j ö k  e - r e l  a z  R e g y e n l ő s é g h a l -  
m á z á t .
A z t  m o n d j u k ,  h o g y  {A,B ,C  : A ,B ,C f f i}  A - r e n d s z e r ,  h a  
AnB=B<nc=Anc t e l j e s ü l .
Az e g y e n l ő s é g h a l m a z o k r a  é s  a  A - r e n d s z e r e k r e  t á m a s z ­
k o d v a  [35]  n é g y  u j  a x i ó m á t  v e z e t e t t  b e ,  a m e l y e k  a  
f u n k c i o n á l i s ,  a  d u á l i s ,  a z  e r ő s  é s  a  g y e n g e  f ü g g ő s é ­
gek  c s a l á d j a i t  a x i ó m a t i z á l t á k . [ 3 5 ] - b e n  b e b i z o n y í ­
t o t t a ,  h o g y  a z  a  h á ro m  u j  a x i ó m a ,  a m e l y  a  f u n k c i o n á ­
l i s ,  a  d u á l i s  é s  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i r a  v o ­
n a t k o z i k ,  e k v i v a l e n s  a  m e g f e l e l ő  F - ,  D- é s  S - a x i ó m a
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r e n d s z e r e k k e l ,  t o v á b b á  a z t  i s  b e l á t t a ,  h o g y  e z e k  
a z  u j  a x i ó m á k  j e l l e m z i k  a  f u n k c i o n á l i s ,  a  d u á l i s ,  
a z  e r ő s  é s  a  g y e n g e  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i t .
A 2 .  f e j e z e t b e n  a  r e l á c i ó  e g y e n l ő s é g h a l m a z a i  
a l a p j á n  h á r o m  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l t  
adunk  meg a  k ö v e t k e z ő k r e :  1. a r r a ,  hogy K=KR, aho l  K 
a d o t t  S p e r n e r - r e n d s z e r  é s  KR e g y  a d o t t  R r e l á c i ó  
m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e '  ( l á s d  1 . 1 5  D e f i n i c i ó )
2 .  a r r a ,  h o g y  F=FR , a h o l  F a d o t t  f - c s a l á d  é s  F R e g y j  
R r e l á c i ó  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e i n e k  t e l j e s  c s a l á d j a .
3 .  a r r a ,  h o g y  S = SR , a h o l  S a d o t t  s - c s a l á d  é s  SR eg y  
a d o t t  R r e l á c i ó  e r ő s  f ü g g ő s é g e i n e k  t e l j e s  c s a l á d j a .
E z e k  a  f e l t é t e l e k  a l a p j á n  o l y a n  h a t é k o n y  a l g o ­
r i t m u s o k a t  k o n s t r u á l u n k ,  a m e l y e k  m e g t a l á l j á k  a z  i r r e -  
d u n d á n s  r e l á c i ó k a t .
B e b i z o n y í t o t t á k  ([7^[35] , [40 ]  ) ,  h o g y  a z  ft f e l e t t i  
M h a l m a z r e n d s z e r h e z  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  N h a l m a z r e n d ­
s z e r  l é t e z i k ,  a m e l y  a z  M+ m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e ­
n e r á t o r a  .
1 . 7  Tétel(C7J.[35 3 , [40 ]  ) . L e g y e n  ft nem ü r e s  v é g e s  h a l ­
maz, P(ft)  a z  ft h a t v á n y  h a l m a z a .  L e g y e n  t o v á b b á  Mcp(ft)
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L e g y e n  N= (A€M: (VB ,CGM) (A=BOC -+ A=B v a g y  A=C) } .
E k k o r  N g e n e r á l j a  M+- t ,  é s  h a  N '  i s  g e n e r á l j a  M+ - t ,
r
a k k o r  NCN' t e l j e s ü l ,  a h o l  M+ { O M - :  M.6M, l á r á | M | } .
i=1 ' 1
Az N h a l m a z t  a z  M+ m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e ­
r á t o r á n a k  n e v e z z ü k .
1 . 3  M e g j e g y z é s . [ 5 3 ] - b a n  K l e i t m a n  r á m u t a t o t t ,  h o g y  N
1 ne l e m e i n e k  szám a  nem n a g y o b b ,  m i n t  (1+0  (— )) /
/ n  L 7 J
a h o l  |n |  =n .
A m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r o k  f o n t o s  s z e ­
r e p e t  j á t s z a n a k  a m i n i m á l i s ,  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k r a  
v o n a t k o z ó  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k b a n .
1 . 1 2  D e f i n i c i ó . L e g y e n  F e g y  f - c s a l á d  (D e g y  d - c s a l á d  
S e g y  s - c s a l á d )  é s  R e g y  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  A z t  mond­
j u k ,  h o g y  R r e p r e z e n t á l j a  a z  F f - c s a l á d o t  (a  D - c s a l á d o t ,
a z  S - c s a l á d o t )  , h a  F = F „  (D=D_, S = S_) .
R K K
T u d j u k  (W.W. A r m s t r o n g  [ 5 ] ) ,  h o g y  F f - c s a l á d h o z  
t ö b b  o l y a n  R r e l á c i ó  l é t e z h e t ,  a m e l y  r e p r e z e n t á l j a  a z  
F - e t .  T e h á t  f o n t o s  p r o b l é m a  e g y  a d o t t  F f - c s a l á d o t  
r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó k  m i n i m a l i z á l á s a ,  v a g y i s ,  h o g y  
e g y  a d o t t  F f - c s a l á d h o z  k i v á l a s s z u k  a z t  a z  R r e l á c i ó t ,
24
a m e ly  s o r a i n a k  szám a  m i n i m á l i s  é s  r e p r e z e n t á l j a  a z  
F c s a l á d o t .
1 . 1 3  D e f i n i c i ó . [35]  L e g y e n  F e g y  f - c s a l á d  a z
£2= ( a . , . .  . , a  > f e l e t t .  L eg y e n  S ( F ) = m i n ( m : F = F D, |R |=m ,I n k
R a z  ü f e l e t t i  r e l á c i ó )  .Azaz S ( F )  a z  F c s a l á d o t  r e p ­
r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó  s o r a i n a k  s z á m a .
L e g y e n  S ( n ) = m a x { S ( F ) : F  a z  fl f e l e t t i  f - c s a l á d } .  
[ 4 3 ] - b a n  t a l á l j u k  meg a  k ö v e t k e z ő  e r e d m é n y t .
1 . 8  T é t e l  [43]  L e g y e n  £2={ a ^ , . . . , a n } nem ü r e s  v é g e s  
h a l m a z .  E k k o r
„ 1 - 0 , >
Az 1 .4  é s  1 . 5  T é t e l e k  a l a p j á n  b e l á t h a t ó ,  h o g y  e g y  D 
d - c s a l á d h o z  (eg y  S s - c s a l á d h o z )  s o k  o l y a n  r e l á c i ó  
l é t e z h e t ,  a m e l y  r e p r e z e n t á l j a  a  D c s a l á d o t  ( a z  S c s a ­
l á d o t )  . A 2 .  f e j e z e t b e n  a z  a d o t t  f - ,  d -  é s  s - c s a l á d o -  
k a t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s ,  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k a t  
v i z s g á l j u k .
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1 . 2  M i n i m á l i s  k u l c s o k  é s  a n t i k u l c s o k
Több s z e r z ő  m u t a t  r á  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  g y a k o r l a t i  
j e l e n t ő s é g é r e .  Sok c i k k  v i z s g á l t a  a  m i n i m á l i s  k u l ­
c s o k r a  é s  a z  a n t i k u l c s o k r a  v o n a t k o z ó  k o m b i n a t o r i k a i  
p r o b l é m á k a t  [ 3 5 ] ,  [ 4 2 ] , [ 4 4 ] .
E . F .  Codd [23] é s  W.W. A r m s t r o n g  [5] nyom án  
d e f i n i á l j u k  a  l e z á r á s i  o p e r á c i ó t :
1 . 1 4  D e f i n i c i ó . L e g y e n  fi nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z  é s  
P(fi)  fi h a t v á n y  h a l m a z a .
A H:P( f i )  -*■ P(fi)  f ü g g v é n y t  l e z á r á s i  o p e r á c i ó n a k  n e v e z ­
z ü k ,  h a  b á r m e l y  A,B e s e t é n  (A ,B € P ( f i ) )
( i )  ACH(A) ( e x t e n z i v )  ,
( i i )  B£A -+ H(B)?H(A) ( m o n o t o n ) ,
( i i i )  H(H(A))=H(A) ( i d e m p o t e n s ) .
L e g y e n  R={h.j , . . . , h  } eg y  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .
A f i - r a  j e l ö l j e  H (A) fi a z o n  e l e m e i t ,  a m e l y e k e n  R 
b á r m e l y  k é t  A -n  m e g e g y e z ő  s o r a  e g y e n l ő .  V i l á g o s ,  h o g y  
l e z á r á s i  o p e r á c i ó .
A z t  m o n d j u k ,  h o g y  a z  R r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a  a  H 
l e z á r á s i  o p e r á c i ó t ,  h a  H=HD .I\
26
f
M inden  A ( A £ f i ) - r a  l e g y e n  Q _ (A )= { a € f i :A  -> { a } } .
R R
E k k o r  k ö n n y ű  b e l á t n i ,  h o g y  HR=QR .
I s m e r e t e s  ( [ 5 ] ,  [ 3 5 ] ) ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  H l e z á r á s i  
o p e r á c i ó h o z  l é t e z i k  o l y a n  R r e l á c i ó ,  a m e l y r e  H=HR .
1 . 4  M e g j e g y z é s  ( [ 5 ] ,  [ 4 4 ] ) .  Ha F egy f - c s a l á d  a z  fi 
f e l e t t ,  a k k o r  m in d e n  A h a l m a z r a  (ACfi) l e g y e n  
HR (A )={b€f i : (A , ( b ) ) 6 F } .  E k k o r  HR l e z á r á s i  o p e r á c i ó  
a z  fi f e l e t t .  F o r d i t v a ,  h a  H egy  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  
a z  fi f e l e t t ,  a k k o r  p o n t o s a n  eg y  o l y a n  F f - c s a l á d  
v a n ,  a m e l y r e  H=HR :
F={ (A,B) :BCH(A) }.
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a z  fi f e l e t t i  f - c s a l á d o k  é s  l e z á r á s i  
o p e r á c i ó k  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  k ö l c s ö n ö ­
s e n  e g y é r t e l m ű .
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  h a  R e g y  fi f e l e t t i  r e l á c i ó ,
a k k o r  H =H„ , a h o l  F „  a z  R r e l á c i ó  f u n k c i o n á l i s  R F r R
f ü g g ő s é g e i n e k  t e l j e s  c s a l á d j a .
1 . 1 5  D e f i n i c i ó . L e g y e n  F £ P ( f i ) x P ( f i )  e g y  f - c s a l á d  é s  
R egy r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  
a z  A h a l m a z  (A§fi) k u l c s a  a z  R r e l á c i ó n a k  (a z  F
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c s a l á d n a k ) ,  h a  A -* fi ( ( A , f i ) £ F )  t e l j e s ü l .  Az A h a l -
R
máz m i n i m á l i s  k u l c s a  a z  R r e l á c i ó n a k  ( a z  F c s a l á d ­
n a k )  , h a  A k u l c s a  a z  R r e l á c i ó n a k  ( a z  F c s a l á d n a k ) ,
f
é s  m i n d e n  A ' ( A ' c a ) h a l m a z r a  A ' — * n -* A '=A
R
( (A' , n )  €F -*• A '  =A) .
A t o v á b b i a k b a n  j e l ö l j ü k  KR- r e l  ( K ( F ) - v a l )  az  
R r e l á c i ó  ( a z  F f - c s a l á d )  m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d ­
s z e r é t  .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  a z  A h a l m a z  a z  R r e l á c i ó  
k u l c s a ,  a k k o r  R m i n d e n  s o r á t  m ár  A - b e l i  a t t r i b ú t u ­
mokon f e l v e t t  é r t é k e k  i s  m e g h a t á r o z z á k .
1 . 1 6  D e f i n i c i ó . L e g y e n  H eg y  fi f e l e t t i  l e z á r á s i  o p e ­
r á c i ó .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  a z  A h a l m a z  (ACfi) a H 
k u l c s a ,  h a  H(A)=fi.  Egy A k u l c s o t  a  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  
m i n i m á l i s  k u l c s á n a k  n e v e z z ü k ,  h a  n i n c s  o l y a n  B k u l c s a  
H - n a k ,  a m e l y r e  B^A t e l j e s ü l n e .
A t o v á b b i a k b a n  a  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  ö s s z e s  m i n i ­
m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r é t  K - v a l  j e l ö l j ü k .fi
V i l á g o s ,  h o g y  h a  F e g y  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t ,  a k ­
k o r  K (F )= K „  , a h o l  H_ a z  1 . 4  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  F - b ő l  
F
s z á r m a z t a t h a t ó  l e z á r á s i  o p e r á c i ó .  N y i l v á n v a l ó ,  hogy
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B e l á t h a t ó ,  h o g y  K_ , K „ ,  K ( F ) S p e r n e r - r e n d s z e -K n
r e k  a z  fi f e l e t t ,  a z a z  A,B€KR -*■ B^A.
V i l á g o s ,  h o g y  KR ,KR , K ( F ) ^ 0 .
1 . 1 7  D e f i n i c i ó . L e g y e n  K e g y  fi f e l e t t i  S p e r n e r -  
r e n d s z e r .  K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z á t ,  a m e l y e t  K -  
e l  j e l ö l ü n k ,  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  d e f i n i á l j u k :
K- 1  ={A£fi: (B€K -*■ B^A) é s  (A£C) -*■ (BB fc'K) (B £ C )} .
Könnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  K a n t i k u l c s a i  a  m a x i ­
m á l i s ,  K e l e m e i t  nem t a r t a l m a z ó  r é s z e i  f i - n a k ,  é s  
n y i l v á n  K ^ i s  S p e r n e r  r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .
1 . 9  T é t e l  ( [ 5 ]  , [ 35 ] )  . Ha K nem ü r e s  ( { fi}) S p e r n e r  
r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t ,  a k k o r  l é t e z i k  o l y a n  H( H' )  l e ­
z á r á s i  o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  K=K„(K=K„^) .
Az 1 . 9  T é t e l  a l a p j á n  l á t h a t ó ,  h o g y  K a k k o r  é s  
c s a k  a k k o r  l e h e t  v a l a m e l y  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  m i n i m á ­
l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e ,  h a  nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d -  
s z e r .
A k é s ő b b i  f e j e z e t e k b e n  m a jd  l á t n i  f o g j u k ,  h o g y  
a z  1 . 9  T é t e l  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k k a l  k a p c s o l a t o s  kom 
b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k r a  v o n a t k o z i k .
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A t o v á b b i a k b a n  m a g y a r  m a t e m a t i k u s o k  á l t a l  b e ­
b i z o n y í t o t t  k o m b i n a t o r i k a i  j e l l e g ű  á l l í t á s o k a t  mon­
dunk  k i  m i n i m á l i s  k u l c s o k r a  é s  a n t i k u l c s o k r a . ( [35]  ,
[44] ) .
1 . 1 0  T é t e l  [ 35] L e g y e n  H egy  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  
fi f e l e t t .
Ekkor I kh I á ([ ^ / 2] ) ' a h o l  | f i |= n .
Az 1 . 9  é s  1 . 1 0  T é t e l e k  a l a p j á n  b e l á t h a t ó ,  hogy  
h a _ n . n - e l e m ü  h a l m a z ,  a k k o r  a z  XL f e l e t t i  t e t s z ő l e g e s  
l e z á r á s i  o p e r á c i ó  m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  s zám a  l e g -  
f e l j e b b  ( t“ / 2 ,> -
1 . 1 1  T é t e l  [ 3 5 ] .  L e g y e n  K egy  nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d -  
s z e r .  L e g y e n  t o v á b b á  K (A ^ , . . . , A^ } . L e g y e n e k  a z  
R r e l á c i ó  s o r a i  ( h Q, h ^ , . . . , h ^ )  a  k ö v e t k e z ő k :  h Q ( a ) = 0 ,  
ha  a e f i ,  é s
h i ( a ) =  -
0 h a  a f A ,í
1 h a  a f f i ' A ^ .
( l < i < k )
E k k o r  K=K .
1 . 5  M e g j e g y z é s . L e g y e n  f i= { a ^ , . . . , a n J . E k k o r  a z  1 . 1 1  
T é t e l  a l a p j á n  e l ő á l l í t h a t u n k  e g y  o l y a n  R r e l á c i ó t ,
I
30
a m e l y r e  IKR | =(  * / 2 ] \ .
1 . 6  M e g j e g y z é s . B e l á t h a t ó ,  h o g y  a z  1 . 1 1  T é t e l b e n  a 
K S p e r n e r - r e n d s z e r b ő l  nem k o n s t r u á l h a t ó  meg a z  R, 
m e r t  a  K - b ó l  még nem t u d j u k  e l ő á l l í t a n i  a  K ^ a n t i -  
k u l c s o k  h a l m a z á t .  A t o v á b b i a k b a n  (a  3 .  f e j e z e t b e n )  
eg y  o l y a n  a l g o r i t m u s t  i s m e r t e t ü n k ,  a m e l y  e g y  a d o t t  
K S p e r n e r - r e n d s z e r b ö l  m e g t a l á l j a  K a n t i k u l c s a i n a k  
h a l m a z á t .
1 . 1 8  D e f i n í c i ó . L e g y e n  K tP( f i )  e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  
é s  R e g y  r e l á c i ó  a z  -O. f e l e t t .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  
h o g y  R r e p r e z e n t á l j a  a  K h a l m a z r e n d s z e r t ,  h a  K =K.i\
1 . 1 2  T é t e l  [ 4 4 ] .  L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  
é s  K S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  0 f e l e t t .  E k k o r  h a  R r e p ­
r e z e n t á l j a  a  K - t ,  a k k o r  (™)^|K ^ |  t e l j e s ü l .
1 . 1 9  D e f i n í c i ó . ( [ 3 5 ] )  L e g y e n  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  
a z  0 f e l e t t .  L e g y e n  s ( K )= m in { m :  K=KR , | R | = m  é s  R r e ­
l á c i ó  a z  0 f e l e t t } .
Legyen s(n)=max{s(K):K az 0 feletti Sperner-rendszer,
| n | = n } .
f
1 . 1 3  T é t e l  [ 4 4 ] .  L e g y e n  K e g y  n e m  ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r .
E k k o r ä|K- 1 |ä  s  (K) - 1 .
1 . 1 4  T é t e l  [35] . L e g y e n  n = {a .j , . . . , a  }.t • • • /
L á t h a t ó ,  h o g y  e g y  a d o t t  K S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  t ö b b  
o l y a n  F f - c s a l á d  (R r e l á c i ó )  v a n ,  a m e l y r e  K=K(F) (K=KD) . 
M á s r é s z t  a z  1 . 1 3  T é t e l  s z e r i n t  a m i k o r  k i v á l a s z t j u k  a 
K S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó k  k ö z ü l  a z t ,  
a m e l y  s o r a i n a k  szám a  l e g k i s e b b ,  a k k o r  a  K a n t i k u l c s a -  
i n a k  h a l m a z á r a  t á m a s z k o d h a t u n k .
1 . 3  S p e c i á l i s  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e i
T u d j u k  ( [ 5 ] ,  [ 3 5 ] ) ,  h o g y  a z  a d o t t  K nem ü r e s  S p e r n e r -  
r e n d s z e r h e z  á l t a l á b a n  t ö b b  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  
v a n ,  a m e l y r e  K=KH - T e r m é s z e t e s e n  m e r ü l  f e l  a z  a  k é r ­
d é s ,  h o g y  m i l y e n  K S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  h a t á r o z z a  meg 
a  K=Kr e g y e n l ő s é g  e g y é r t e l m ű e n  a  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó t .
[ 4 2 ] - b e n  a  s z e r z ő k  r á m u t a t t a k  a r r a ,  h o g y  a  t e l i t e t t  
S p e r n e r - r e n d s z e r e k  e z t  k i e l é g í t i k .
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1 . 2 0  D e f i n í c i ó . Legyen  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  n 
f e l e t t .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  K t e l i t e t t  S p e r n e r  
r e n d s z e r ,  h a  t e t s z ő l e g e s  B € P ( f i )NK e s e t é n  KU{B} nem 
S p e r n e r - r e n d s z e r .
1 . 1 5  T é t e l  [4 2 ]  . Ha K e g y  t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  
a k k o r  a  K=K^ e g y e n l ő s é g  e g y é r t e l m ű e n  m e g h a t á r o z z a  a 
H l e z á r á s i  o p e r á c i ó t .
A 4 .  f e j e z e t b e n  n é h á n y  más t i p u s u  S p e r n e r - r e n d -  
s z e r t  v e z e t ü n k  b e ,  e z e k  t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r e k r e  
v o n a t k o z n a k .
B e l á t h a t ó ,  hogy  a d o t t  K S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  m i n ­
d i g  v a n  t ö b b  o l y a n  R r e l á c i ó ,  a m e l y  r e p r e z e n t á l j a  a  
K S p e r n e r - r e n d s z e r t .
É r d e k e s  a z o n b a n  m e g k e r e s n i  a z t  a  K S p e r n e r - r e n d ­
s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó t ,  a m e l y  s o r a i n a k  szám a  
l e g k i s e b b  ( m i n i m á l i s  r e l á c i ó )  é s  a z  i r r e d u n d á n s  r e ­
l á c i ó k a t ,  a m e l y e k  r e p r e z e n t á l j á k  a  K - t .
A 3 .  f e j e z e t b e n  k o n s t r u á l u n k  e g y  a l g o r i t m u s t ,  
am e ly  m e g t a l á l j a  a K S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  
i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k a t .
Az á l t a l á n o s  e s e t e k b e n  a  m i n i m á l i s  r e l á c i ó k  
k o n s t r u k c i ó j a  t ú l  n e h é z .  [ 4 4 ] - b e n  v i z s g á l t á k  a  m i ­
n i m á l i s  r e l á c i ó k a t  n é h á n y  s p e c i á l i s  e s e t b e n .
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J e l ö l j e  Lk a z  n - e l e m ü  h a l m a z  ö s s z e s  k - e l e m ü  h a l m a ­
z a i n a k  r e n d s z e r é t .
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  S p e r n e r - r e n d s z e r .
1 . 1 6  T é t e l  [ 4 4 ] L e g y e n  fi = {a^ , . . . , a  } . E k k o r
s (l J )  = 2 ,
S (L " )  « [ I i V H b , ,
2
n s s ( L ^ ) < n+6f  
s ( L ^ _ 1 ) = n ,  
s  (L^) = n + 1 .
1 . 1 7  T é t e l  [44 ] . L e g y e n  fi={a.j , . . . , a n > , l £ a z  fi ö s s z e s  
k - e l e m ü  h a l m a z a i n a k  r e n d s z e r e  é s  2 á k á n .  E k k o r
Ml  ( — <s ( L[ ! ) <23 k / 2 . n ( k - 1 »/ 2  
k - 1  K
Az 1 . 1 7  T é t e l  a z  s (l £)  é r t é k e t  c s a k  k i s  k m e l l e t t  
b e c s ü l i  j ó l .  Nagy s ( L ^ )  ( l á k á n )  e s e t é n  a  k ö v e t k e z ő  
t é t e l  é r v é n y e s :
1 . 1 8  T é t e l  [ 4 4 ] ,  L e g y e n  fi = { a ,  , . . . , a _  } , L?1 a z  fi
jl n k.
ö s s z e s  k - e l e m ü  h a l m a z a i n a k  r e n d s z e r e ,  l e g y e n  t o v á b b á
3A
Fk (n) = max{s(K)  :K&l £ ,  | f l | = n } .
Ekkor
F k ( n ) ä / 2  1  L2 k - 2  J
Könnyen l á t h a t ó ,  h o g y  a z  1 . 1 8  T é t e l b ő l  F ^ ( n ) = 2  
é s  F 2 < n )> 2 ^ k ö v e t k e z i k .
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2 .  FEJEZET
L o g i k a i  f ü g g ő s é g e k  é s  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k
E b b e n  a  f e j e z e t b e n  a  l o g i k a i  f ü g g ő s é g e k  h á r o m  
t i p u s á v a l  f o g l a l k o z u n k .  Ezek  a  f u n k c i o n á l i s ,  a  
d u á l i s  é s  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k .
A k o n k r é t  r e l á c i ó k t ó l  f ü g g e t l e n  á l t a l á n o s  
t u l a j d o n s á g o k  v i z s g á l a t á n a k  c é l j á b ó l  [ 5 ] , [ 2 6 ]  é s  
[ 3 5 J  a x i ó m a r e n d s z e r e k e t  v e z e t e t t  b e  a  l o g i k a i  f ü g ­
g ő s é g e k  c s a l á d j a i r a .
A 2 . 1  r é s z b e n  a x i ó m a t i z á l j u k  a  f u n k c i o n á l i s ,  
a  d u á l i s ,  é s  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i t ,  é s  meg­
m u t a t j u k ,  h o g y  a z  u j  a x i ó m á k  ( a z  A - ,  B - ,  C - a x i ó m á k )  
e k v i v a l e n s e k  a z  1 . 4  D e f i n í c i ó b a n  a d o t t  a x i ó m a r e n d ­
s z e r e k k e l  ( 2 . 1  T é t e l ) .  Az u j  a x i ó m á k  k ö z ü l  k ü l ö n ö ­
s e n  a  C - a x i ó m á t  h a s z n á l j u k  a  2 . 4  r é s z b e n  a z  e r ő s  
f ü g g ő s é g e k  k o m b i n a t o r i k a i  v i z s g á l a t á b a n .
W.W. A r m s t r o n g  é s  mások b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  
a d o t t  F f -  (D d - ,  S s - )  c s a l á d h o z ,  i l l e t v e  a  K nem 
ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  l é t e z i k  o l y a n  R r e l á c i ó ,  
h o g y  FR=F(DR=D, Sr =S,  Kr = K ) . Á l t a l á b a n  t ö b b  i l y e n  
r e l á c i ó  v a n .
T e r m é s z e t e s e n  m e r ü l  f e l  a z  a  k é r d é s ,  m i k é n t
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l e h e t  e l d ö n t e n i ,  h o g y  KR=K, FR= F , DR=D, SR=S?
Négy s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l é t  a d j u k  
a n n a k ,  h o g y  KR=K, F R= F ,  Dr =D/ SR=S ^ ^ '  2 . 5 ,
2 . 7  é s  2 . 1 1  T é t e l e k ) .
É r d e k e s  v i z s g á l n i  a z o k a t  a  m i n i m á l i s ,  i r r e -  
d u n d á n s  r e l á c i ó k a t  ( l á s d  2 . 1  D e f i n í c i ó t ) ,  a m e l y e k  
a z  a d o t t  f - ,  d - ,  s - c s a l á d o k a t , i l l e t v e  S p e r n e r -  
r e n d s z e r e k e t  r e p r e z e n t á l j á k .  •
Egy m á s i k  k é r d é s ,  h o g y  a d o t t  R r e l á c i ó t  r ö v i -  
d i t h e t ü n k - e  ú g y ,  h o g y  a  r ö v i d í t e t t  r e l á c i ó  m e g t a r t ­
j a  a  Kr ( F r ,D r , S r ) s t r u k t ú r á j á t  ( a z a z  h a  R '  r ö v i d í ­
t e t t  r e l á c i ó ,  a k k o r  KR ,=K R (FR , = F R , DR ,=DR, SR , = S R)) 
é s  h o g y a n  t a l á l h a t j u k  meg a z  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k a t ?
A k ö v e t k e z ő  d e f i n í c i ó t  a z é r t  v e z e t j ü k  b e ,  h o g y  p o n ­
t o s a b b a n  f o g a l m a z z u k  meg a z  e l ő b b i  k é r d é s t .
2 . 1  D e f i n i c i ó . Legyen  R = { h - ^ , . . . , h  } e g y  r e l á c i ó  a z  
J~L f e l e t t .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  R k - ( f - , d - , s - )  i r r e ­
d u n d á n s  r e l á c i ó ,  ha  m i n d e n  R'  r e l á c i ó r a  (R '^R )  KR ,^KR 
(Fr , ^ F r /Dr^ D r ; Sr ,^  Sr ) t e l j e s ü l  ( a z a z  h a  t ö r ö l j ü k  
R egy  t e t s z ő l e g e s  s o r á t ,  a k k o r  a  KR (FR ,DR , S R) s t r u k ­
t ú r á j a  e l v é s z )  .
E f e j e z e t b e n  m e g ad u n k  n é g y  a l g o r i t m u s t  (a  2 . 2 ,
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2 . 3 ,  2 . 4  é s  2 . 5  a l g o r i t m u s o k ) ,  a m e l y e k  m e g t a l á l j á k  
a z  R k - ,  f - ,  d - ,  s -  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó i t .  P o n t o ­
s a b b a n  a d o t t  R r e l á c i ó h o z  a  2 . 2  ( 2 . 3 ,  2 . 4 ,  2 . 5 )  
a l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  t a l á j u k  meg a z t  a  k -  
( f - ,  d - , s - )  i r r e d u n d á n s  R '  r e l á c i ó t ,  a m e l y r e  
R'c r  é s
V = K | F R ' =FR '• DR =DR '  SR - SR»- 
B e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  e z e k n e k  a z  a l g o r i t m u s o k n a k  
a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  
é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l  (a  2 . 3  T é t e l ,  a  2 . 6 ,  2 . 1 3 ,  
2 . 1 7 ,  2 . 2 5  K ö v e t k e z m é n y e k ) .  A k ö v e t k e z ő  k é r d é s :  k é t  
a d o t t ,  R ^ , R 2 r e l á c i ó h o z  h o g y a n  d ö n t h e t j ü k  e l ,  h o g y  
m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e i  ( R ^ , R 2 f u n k c i o n á l i s  
d u á l i s ,  e r ő s  f ü g g ő s é g e i n e k  c s a l á d j a i )  a z o n o s a k - e  
e g y m á s s a l ?
D e f i n i á l j u k  a z  a l á b b i  f o g a l m a t .
2 . 2  D e f i n í c i ó . L e g y e n  R^ 
A z t  m o n d j u k ,  h o g y  R^ k -  
v e l ,  h a  Kr ^=Kr ^ (Fr ^= F r
,R 2 k é t  r e l á c i ó  a z  TL f e l e t t .  
( f - , d - , s - )  e k v i v a l e n s  R2 ~
2
) .
M egadunk  n é g y  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l t  
a r r a  v o n a t k o z ó a n ,  h o g y
l e g y e n .
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Megadunk o l y a n  a l g o r i t m u s o k a t ,  a m e l y e k  e l d ö n t i k ,  
h o g y  a d o t t  t e t s z ő l e g e s  r e l á c i ó h o z
k -  ( f - , d - , s - )  e k v i v a l e n s  -  e R2 _v e l ,  é s  m e g m u t a t ­
j u k ,  h o g y  e z e k n e k  a z  a l g o r i t m u s o k n a k  a z  i d ő b o n y o ­
l u l t s á g a  i s  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a z  R ^ , R 2 s o r a ; i-n a ^ 
é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
H a s o n l ó k é p p e n  e g y  a l g o r i t m u s t  a d u n k  a n n a k  e l ­
d ö n t é s é r e ,  h o g y  a d o t t  K S p e r n e r - r e n d s z e r  é s  R r e l á ­
c i ó  e s e t é n  a z  R r e p r e z e n t á l j a - e  a  K S p e r n e r - r e n d s z e r t . 
B e c s ü l j ü k  a z  f - ,  d - , s - c s a l á d o k a t  é s  S p e r n e r - r e n d s z e -  
r e k e t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s ,  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k  
s o r a i n a k  s z á m á t  (a 2 . 4 ,  2 . 6 ,  2 . 8 ,  2 . 1 3  T é t e l e k ,  a 
2 . 1 9 ,  2 . 2 7  K ö v e t k e z m é n y e k ,  é s  a  2 . 3 ,  2 . 1 3 ,  2 . 1 4 ,
2 . 1 5  M e g j e g y z é s e k ) .
M e g m u t a t j u k ,  h o g y  e g y  t e t s z ő l e g e s  s - c s á l á d o t  r e p ­
r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó  s o r a i n a k  
száma l e g f e l j e b b  | f i | + l .
E f e j e z e t b e n  v i z s g á l j u k  a  DR- e k  é s  a  D (FR) - e k  
( l á s d  1 . 2  M e g j e g y z é s t )  k ö z ö t t i  k a p c s o l a t o t .  Á l t a l á ­
b a n  egy  r e l á c i ó b a n  DR/ D ( F R) .  Adunk e g y  s z ü k s é g e s  é s  
e l é g s é g e s  f e l t é t e l t  a r r a ,  h o g y  D=D(FR) t e l j e s ü l j ö n  
é s  e n n e k  s e g í t s é g é v e l  e g y  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  e l d ö n t i ,
hogy  D = D (F n ) i g a z - e  ( a  2 . 9  T é t e l ,  a  2 . 2 0  K ö v e t k e z m é n y ) .R R
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Ennek  a z  a l g o r i t m u s n a k  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i -  
s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .  E b b e n  a 
f e j e z e t b e n  a d o t t  D d - ,  S s - c s a l á d h o z  k é t  e g y s z e r ű  
k o n k r é t  r e l á c i ó t  a d u n k  meg .  E g y i k  r e p r e z e n t á l j a  a  D 
c s a l á d o t ,  m á s i k  r e p r e z e n t á l j a  a z  S c s a l á d o t  ( 2 . 1 8  Kö­
v e t k e z m é n y ,  2 . 1 2  T é t e l ) .
A 2 . 4  r é s z b e n  d e f i n i á l j u k  a z  e r ő s  o p e r á c i ó t  
( 2 .7  D e f i n i c i ó ) , m e l y e t  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  k o m b i n a ­
t o r i k a i  t u l a j d o n s á g a i n a k  v i z s g á l a t á b a n  f o g u n k  h a s z ­
n á l n i  .
Egy a l g o r i t m u s t  a d u n k ,  a m e l y  e g y  a d o t t  E e r ő s  
o p e r á c i ó h o z  m e g h a t á r o z z a  a z  E - t  r e p r e z e n t á l ó  R r e ­
l á c i ó t  (a 2 . 8  D e f i n i c i ó  é s  a  2 . 2 3  K ö v e t k e z m é n y ) .
[ 5 ] - b e n  é s  [ 3 5 ] - b e n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  a z  fi 
f e l e t t i  f - c s a l á d o k , a  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k ,  a  m e t s z e t -  
f é l h á l ó k ,  é s  a  m e t s z e t m e n t e s  r e n d s z e r e k  (L ásd  2 . 1 0  
M e g j e g y z é s t )  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s e k  k ö l ­
c s ö n ö s e n  e g y é r t e l m ű e k ,  é s  a  m e t s z e t m e n t e s  r e n d s z e r e k  
m e g h a t á r o z z á k  a z  f - c s a l á d o k a t , a  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k a t  
é s  a  m e t s z e t - f é l h á l ó k a t .
[ 2 6 ] - b a n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  a z  fi f e l e t t i  d -  
c s a l á d o k ,  é s  a  d - f é l h á l ó k  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l ­
t e t é s  kölcsönösen egyértelmű és  a  d-félhálófcmeghatározzák a  d - c s a l á d o k a t .
D e f i n i á l j u k  a z  s - f é l h á l ó t  (a 2 . 1 0 D e f i n i c i ó )  é s
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a z  s - r e n d s z e r t ( a  2 . 1 2  D e f i n í c i ó ) . Az e r ő s  o p e r á c i ó ,  
a z  s - f é l h á l ó ,  a z  s - r e n d s z e r  f o g a l m a k  f e l h a s z n á l á s á ­
v a l  b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  a z  fi f e l e t t  s - c s a l á d o k ,  a z  
e r ő s  o p e r á c i ó k ,  a z  s - f é l h á l ó k ,  é s  a z  s - r e n d s z e r e k  
k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s e k  k ö l c s ö n ö s e n  e g y ­
é r t e l m ű e k  (a  2 . 1 0 ,  2 . 1 4  T é t e l e k ,  a  2 . 2 8  K ö v e t k e z m é n y  
é s  a 2 . 2 3  M e g j e g y z é s ) ,  a z  s - r e n d s z e r e k  o s z t á l y a  a z  fi 
f e l e t t i  m e t s z e t m e n t e s  r e n d s z e r o s z t á l y  v a l ó d i  r é s z e ,  
é s  a z  s - r e n d s z e r e k  m e g h a t á r o z z á k  a z  s - c s a l á d o k a t , a z  
e r ő s  o p e r á c i ó k a t ,  é s  a z  s - f é l h á l ó k a t  (a 2 . 2 5  M e g j e g y ­
z é s )  .
2 . 1  A x i ó m a t i z á l á s o k
E b b e n  a  r é s z b e n  a  f u n k c i o n á l i s ,  d u á l i s ,  e r ő s  
f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i n a k  u j  a x i ó m á i t  i s m e r t e t j ü k ,  é s  
b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  e z e k  e k v i v a l e n s e k  a  [ 5 ] ,  [ 2 6 ] ,
[35] d o l g o z a t o k b a n  m e g a d o t t a k k a l  ( L á s d  1 . 4  D e f i n í c i ó t ) .
2 . 3  D e f i n í c i ó . L e g y e n  a d o t t  fi nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  
é s  l e g y e n  P( fi )  a z  fi h a t v á n y  h a l m a z a .  L e g y e n  t o v á b b á  
Y £ P ( f i ) x P ( f i ) .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  Y k i e l é g í t i  a z  
A - a x i ó m á t ,  h a  t e t s z ő l e g e s  A h a l m a z h o z  (A£fi) l é t e z i k
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o l y a n  X h a l m a z  ( X c n ) , a m e l y r e
(Al)  A e x ,  é s  h a  BOC, a k k o r  (A ,B )€Y ;  
(A 2) h a  (C ,D )€Y ,  CCX, a k k o r  D Q Í .
Y k i e l é g í t i  a  B - a x i ó m á t ,  h a  t e t s z ő l e g e s  B h a l m a z h o z  
(Bífi)  v a n  o l y a n  X h a l m a z  ( X £ n ) , h o g y
(B l )  B£X, é s  h a  ACX, a k k o r  (A ,B )€Y ;
(B2) h a  (C,D) Y, C^X, a k k o r  D^X.
Y k i e l é g í t i  a  C - a x i ó m á t ,  h a  l é t e z i k  o l y a n  { X ^ : i = l , . . . , t y
i  . 1
O ’ X . = n j h a l m a z r e n d s z e r , a m e l y r e
i = l  1
(C l)  t e t s z ő l e g e s  B h a l m a z r a  ( 0 ,B ) £ Y ;
(C2) t e t s z ő l e g e s  A(A^0) h a l m a z r a  h a  BC /  "N x . ,
' x ±nA ^0  1
a k k o r  (A ,B )€ Y ;
(C 3 ) h a  (C ,D) é Y , C f lX .^0 ,  a k k o r  D£X. .
Az A - ,  B - ,  C - a x i ó m á k  a l a p j á n  a  t o v á b b i a k b a n  v i z s g á l ­
j u k  a  f u n k c i o n á l i s ,  a  d u á l i s ,  é s  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  
t u l a j d o n s á g a i t .  E z é r t  e l ő s z ö r  b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  
e z e k  a z  a x i ó m á k  e k v i v a l e n s e k  a m e g f e l e l ő  F - ,  D - ,  S -  
a x i ó m a r e n d s z e r e k k e l .
2 , 1  T é t e l . L e g y e n  Y SP(f i ) x P ( f i ) . E k k o r  a z  Y h a l m a z r e n d ­
s z e r  p o n t o s a n  a k k o r  e l é g i t i  k i  a z  A - ( B - , C - )  a x i ó m á t ,  
h a  a z  Y h a l m a z r e n d s z e r  k i e l é g í t i  a z  F -  ( D - , S - )  a x i ó m a -
r e n d s z e r t  .
U l
B i z o n y í t á s .
(a) T e g y ü k  f e l ,  h o g y  Y k i e l é g í t i  a z  A - a x i ó m á t .  
M e g m u t a t j u k ,  h o g y  e k k o r  Y - r a  t e l j e s ü l  a z  F - a x i ó m a -  
r e n d s z e r .  V i l á g o s ,  h o g y  ( A l ) - b ő l  a z  ( F i )  a x i ó m a  
k ö v e t k e z i k .
Ha ( A ,B ) £ Y , (B,C) €Y, a k k o r  (Al) é s  (A2) m i a t t  l é t e ­
z i k  o l y a n  X, a m e l y r e  CCX. T e h á t  (A ,C )£ Y .
Ha (A, B) £ Y , A ? A ' , B 'C B ,  a k k o r  a z  A - a x i ó m a  s z e r i n t  
A ' - r a  v a n  o l y a n  X (XC-O-) , a m e l y r e  X k i e l é g í t i  ( A l ) - e t  
é s  ( A 2 ) - t .  T e h á t  ACA'CX, é s  B'óBOX t e l j e s ü l n e k .  (Al) 
m i a t t  (A'  , B ' K Y .
Ha ( A ,B ) € y , ( C , D ) € Y ,  a k k o r  (Al) m i a t t  l é t e z i k  o l y a n  
X h a l m a z ,  h o g y  (AUCKX, é s  VZCX (AUC,Z)£Y. V i l á g o s ,  
hogy  (A , B ) € Y é s  ACX m i a t t  B£X t e l j e s ü l .  M i v e l  C c x ,  é s  
(C ,D)€Y, Dcx t e l j e s ü l .
T e h á t  BUDCX. (Al) m i a t t  (AUC, BdD)£Y t e l j e s ü l .  
F o r d i t v a  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  a z  Y h a l m a z r e n d s z e r r e  a z  
F - a x i ó m a r e n d s z e r  t e l j e s ü l ,  é s  ACfi. E k k o r  j e l ö l j e  X 
a z  ( a € f t : ( A , { a } ) €Y} h a l m a z t .  V i l á g o s ,  h o g y  X k i e l é g í t i  
( A l ) - e t .
Ha (C ,D )€ Y  é s  C?X, d e  D^X, a k k o r  a z  (F2) é s  (F3) 
a x i ó m á k b ó l  (X,Xi/D)€Y k ö v e t k e z i k .  T e h á t  (A,X^D)€Y. Ez 
e l l e n t m o n d  a z  X d e f i n í c i ó j á n a k ,  v a g y i s  X k i e l é g í t i
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( A 2 ) - t .
(b) L e g y e n  Z = { ( B , A ) : (A ,B )€ Y }.  Az f - c s a l á d o k  é s  
a  d - c s a l á d o k  k ö z ö t t i  d u a l i t á s  ( a z  1 . 6  T é t e l )  m i a t t  
c s a k  a z t  k e l l  b e b i z o n y í t a n i ,  h o g y  Z a k k o r  é s  c s a k  
a k k o r  e l é g i t i  k i  a z  A - a x i ó m á t ,  h a  Y k i e l é g í t i  a  B- 
a x i ó m á t .
A B h a l m a z r a  (Ben) k o n s t r u á l j u k  meg a  B - a x i ó m a  
b e l i  X h a l m a z t ,  a m e l y  h a s o n l ó  a z  A - a x i ó m a b e l i  X 
h a l m a z z a l .  V i l á g o s ,  h o g y  i l y e n  X k i e l é g í t i  ( B l ) - e t  
é s  ( B 2 ) - t .
F o r d i t v a ,  k ö n n y e n  b e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  a z  Y h a l ­
m a z r e n d s z e r r e  t e l j e s ü l  a  B - a x i ó m a ,  a k k o r  a  Z h a l m a z  
r e n d s z e r r e  a z  A - a x i ó m a  t e l j e s ü l .
(c) Az S - a x i ó m a r e n d s z e r  é s  a  C - a x i ó m a  k ö z ö t t i  ek 
v i v a l e n c i a  b i z o n y í t á s a  n e h e z e b b ,  m i n t  a  k é t  e l ő z ő  
r é s z  b i z o n y í t á s a .
E l ő s z ö r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  a z  Y h a l m a z r e n d s z e r r e
t e l j e s ü l  a  C - a x i ó m a .  M u t a s s u k  m eg ,  h o g y  e k k o r  Y k i -
Á
e l é g i t i  a z  S - a x i ó m a r e n d s z e r t . V i l á g o s ,  h o g y  U  X .=n
i = l  1
m i a t t  t e t s z ő l e g e s  A(A^0) h a l m a z r a  x^TA^0  Xi  1 ^ t e -  
z i k .  (C l)  é s  (C2) m i a t t  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  t e t s z ő ­
l e g e s  A,B£_n. e s e t é n  ( 0 ,B ) 6 Y  é s  ( A , 0 ) £ Y .
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a= X . ,  t e h á t  ( { a } , { a } ) € Y .
Xi O {a} ^ 0  1
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Ha (A , B) € Y , (B ,C)€Y é s  B ? 0 , a k k o r  h a  A=0,  n y i l v á n
(A , C) €Y. Ha A^ 0 ,  a k k o r  (C3) m i a t t  B f A X. t e l -
x ±nA^0 1
j e s ü l .  B^0 é s  (C3) a l a p j á n  CC f  \ X ,  k ö v e t k e z i k .
Xi DB^0 1
V i l á g o s ,  h o g y X. C X. . T e h á t  (C l)  m i a t t
X 1 = X Y)A^0 1
(A,C)€Y t e l j e s ü l .  Ha (A ,B )C Y ,  C íA ,  D<§B, a k k o r  a  (C2)
é s  (C3) m i a t t  D£
X.'í
n c j í 0  - iX. t e l j e s ü l .  T e h á t  (C ,D )6 Y .
(A ,B )£Y , (C ,D )£ Y  e s e t é n  h a  A=0 v a g y  C = 0 ,  a k k o r  v i l á ­
g o s ,  hogy (AUC, BJD)€Y. Ha A^0 é s  C / 0 r a k k o r  a  (C3)
m i a t t  B€ X i n A / 0 X i  és  D<?x./)C/0Xi - T e h á t  BnD 9 ^fHAUC) ' f0"  
é r v é n y e s .
A ( C 2 ) - b ő l  (AUC,BOD)£ Y k ö v e t k e z i k .  H a s o n l ó  módon 
b e l á t h a t j u k ,  hogy  ha  ( A , B ) € Y , (C ,D )€Y , a k k o r  (AdC,BÜD)£Y. 
M ost  t e g y ü k  f e l ,  hogy  Y k i e l é g i t i  a z  S - a x i ó m a r e n d s z e r t . 
M u ta s s u k  m e g ,  hogy  Y h a l m a z r e n d s z e r r e  t e l j e s ü l  a  C - a x i ó m a .i
( S Í ) , (S3) é s  ( S5) m i a t t  m i n d e g y i k  a - r a  ( aen )  e l ő á l l í t ­
h a t j u k  a z  X^ h a l m a z t  (X^Cfi) ú g y ,  h o g y  ( { a } , X ^ ) € Y ,  é s  
m in d en  X ' - r a  h a  X ^ X ' ,  a k k o r  ( { a } , X ' ) ^ Y .  A zaz  X^ o l y a n  
m a x i m á l i s  s z á m o s s á g u  h a l m a z ,  a m e l y r e  ( { a } , X ^ ) £ Y .
V i l á g o s ,  h o g y  a e x ^  é s  n  i l y e n  X^ v a n ,  a h o l  | f i | = n .
n
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  O  X .= f i .  J e l ö l j e  X a z  {X. : i  = l , . . . ,n}
i = l  1
h a l m a z r e n d s z e r t .  K ö n n y en  b e l á t h a t ó ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s
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B (BCft) h a l m a z r a  ( 0 , B ) £ Y .
T e g y ü k  f e l ,  h o g y  A = { a ^ , . . . , a ^  : j = l , . . . , k }
i t t  k g l .  (Azaz  A^0) é s  B^ o l y a n  h a l m a z ,  h o g y  ( A ,B ^ )€ Y ,  VB2
B1 ^ B2 ^  <A,B2 )*Y. Az X d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  m i n d e g y i k
a . - r e  (a  .€A) l é t e z i k  f  X, a m e l y r e  ( { a . . } ,  X^ )€Y .
J 3 k 1 j  k k J 1 j
( S 4 ) - b ő l  (A, ^ X .  ) = ( a . ,  D x ,  )£Y k ö v e t k e z i k .
j - i  j ,  j=i 3 j =i  jK
Bn d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  / O  X. CB-, t e l j e s ü l .  M á s r é s z t ,Y
(A ,B ^ ) € Y ,  é s  a z  (S3) m i a t t  m in d e n  j - r e  ( j = l , . . . , k )
k k
( { a . } , B 1 )€Y .  T e h á t  X. , a z a z  B1 = X^  ^ .
D '  j  = l  k i = 1  j
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  Xi <= C \  Xi  • V a g y i s  m in d e n
1 3 j
B ( B ?  ''N X .)  h a l m a z r a  BCB, . T e h á t  (A,B)£Y t e l j e s ü l .
M o s t  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  e g y r é s z t  (C,D)£"Y, C h X ^ 0  é s  
a ^ é C n X ^ m á s r é s z t ,  h o g y  a z  a  o l y a n  a t t r i b ú t u m ,  m e l y r e  
( { a } ,  Xi ) e Y ,  é s  m in d e n  X '  h a l m a z r a  X ^ X '  -*■ ( { a } , X ' ) ^ Y .
(S3) é s  a^6X ^ m i a t t  ( {a}  , { a ^ } ) £ Y . M i v e l  a ^ € C ,  i g y  
( S 3 ) - b ó l  ( {a  -^  },  D) £ Y k ö v e t k e z i k .  T e h á t ,  a ^ 0 ,  é s  
(S2) m i a t t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  ( { a } , D ) £ Y .  X^ d e f i n í c i ó j a  
s z e r i n t  D c x ^ .  Azaz  Y - r a  t e l j e s ü l  a  C - a x i ó m a .  E z z e l  a
2 . 1  T é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 . 1  M e g j e g y z é s . A f e n t i  b i z o n y í t á s b a n  l á t h a t ó ,
X . =
x ±nA^0 1 j = r
h a  A={ajS  j  = l , . . . , k ;  a ^e t t ;  k s l  }, a k k o r
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( (C3) m i a t t )  .
Az 1 . 2 ,  1 . 4 ,  1 . 5  é s  2 . 1  T é t e l e k b ő l  k ö z v e t l e ­
n ü l  k ö v e t k e z i k  a z  a l á b b i
2 . 1  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  P(ft) a z  ft nem ü r e s  v é g e s  
h a lm a z  h a t v á n y h a l m a z a ,  é s  Y C P ( f t ) x P ( f t ) .  L e g y e n  t o ­
v á b b á  R e g y  r e l á c i ó  a z  ft f e l e t t .  E k k o r  F R (DR , S R) 
k i e l é g i t i  a z  A - ( B - , C - )  a c i ó m á t .  F o r d i t v a ,  h a  Y 
h a l m a z r e n d s z e r  k i e l é g i t i  a z  A - ( B - , C - )  a x i ó m á t ,  
a k k o r  l é t e z i k  o l y a n  R r e l á c i ó  a z  ft f e l e t t ,  a m e l y ­
r e  Fr =Y(Dr = Y ,S r = Y ) .
A t o v á b b i a k b a n  a m i k o r  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  c s a ­
l á d j a i n a k  k o m b i n a t o r i k a i  j e l l e m z ő i t  v i z s g á l j u k ,  
a k k o r  m i n d i g  h a s z n á l j u k  a  C - a x i ó m á t .
l
2 . 2  F u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  é s  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k
E b b e n  a  r é s z b e n  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  c s a ­
l á d j a i t  ( a z a z  f - c s a l á d o k a t ) , a  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k a t ,  
é s  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e i t  ( e z e k  l é n y e g é b e n
U l
nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r e k )  v i z s g á l j u k .
A r e l á c i ó  e g y e n l ő s é g h a l m a z a  a l a p j á n  ( l á s d  a z  
1 . 1 1  D e f i n í c i ó t )  b e v e z e t j ü k  a  k ö v e t k e z ő  d e f i n í c i ó t .
2 . 4  D e f i n i c i ó . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó
a z  n f e l e t t .  M inden  i , j - r e  ( l á i $ j á m )  l e g y e n
E . . = {afí2 : h  . (a)  =h . (a)  } . J e l ö l j e  £ a z  ö s s z e s  E . . - k  
-■-J 1 D k Í J
h a l m a z á t .  L e g y e n  t o v á b b á
Mr = {A£P ( ÍJ) : J E ^ j  é e R :E^_.=A é s  J E s t 6 e R : A£Eg t , l ^ i  <j =m,
1á s $ t á m } .
Az Mr h a l m a z r e n d s z e r t  a z  R m a x i m á l i s  r e n d s z e r é n e k  
n e v e z z ü k .
2 . 2  M e g j e g y z é s . A r e l á c i ó  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  m in d e n  
i , j - r e  ( l á i í j á m )  Í J ^ E ^  . V a l ó b a n  l e h e t ,  h o g y  v a n  
t ö b b  E ^ j , m e l y e k  e g y e n l ő e k  e g y m á s s a l .  V i l á g o s ,  h o g y  
a d o t t  R r e l á c i ó h o z  p o n t o s a n  e g y  M„ m a x i m á l i s  r e n d -I\
s z e r  l é t e z i k .
A r e l á c i ó  m a x i m á l i s  r e n d s z e r é n e k  f o g a l m a  a l a p ­
j á n  k a p h a t ó  a z  a l á b b i  t é t e l ,  a m e l y  e g y  s z ü k s é g e s  é s  
e l é g s é g e s  f e l t é t e l  a r r a  v o n a t k o z ó l a g ,  h o g y  e g y  r e l á ­
c i ó  r e p r e z e n t á l j a  a  nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r t .
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2 . 2  T é t e l . L e g y e n  K nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r  é s  R 
egy  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  Annak s z ü k s é g e s  é s  e l é g ­
s é g e s  f e l t é t e l e ,  h o g y  a z  R r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a  
-1 -1K - t  a z ,  h o g y  K =M_, a h o l  K K a n t i k u l c s a i n a kK
h a l m a z a  é s  MR a z  R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .
B i z o n y í t á s . M i v e l  K é s  K ^ h a l m a z o k  e g y é r t e l m ű e n  
m e g h a t á r o z z á k  e g y m á s t  (K nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r ) ,
_ i _ i
K=Kd a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  t e l j e s ü l ,  h a  K =KnK K
-1E z é r t  a z t  k e l l  b e b i z o n y í t a n i ,  h o g y  K_ =M .K K
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  F f - c s a l á d .  E l ő s z ö r  t e g y ü kK
f e l ,  h o g y  A a z  R a n t i k u l c s a .  V i l á g o s ,  h o g y  A^f i . Ha
f
v a n  o l y a n  B h a l m a z  (BCfi) , a m e l y r e  ACB é s  A -* B ,
R
a k k o r  a z  a n t i k u l c s  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  
f  f
B -»-fi. T e h á t  A -> fi t e l j e s ü l .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,
R R
h o g y  m in d e n  C - r e  (C€KR) C^A. V a g y i s  A € I ( F R) ,  a h o l  
I ( F r ) a z  F r  c s a l á d  m a x i m á l i s  j o b b o l d a l a i n a k  h a l m a z a  
( l á s d  a z  1 . 6  D e f i n í c i ó t ) . Ha l é t e z i k  o l y a n  B '  h a l ­
maz,  h o g y  B ' 6 1 (F r )x.X1 é s  A£B' , a k k o r  B a z  R k u l c s a .
Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y  B ' / f i .  T e h á t  A £ I ( F _ ) ^ f i ,  
é s  HB' iB ' í I  (F r )^ fi é s  A£B ' . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  fi^MR . 
B e l á t h a t ó ,  h o g y  m in d e n  i , j - r e  ( l á i í j á m )  E. . e i ( F _ . ) ,11 K
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h a  f e l t é t e l e z z ü k ,  h o g y  R = í h 1 , . . . , h  ) .  T e h á t  M c i ( F n ) .
Ha D o l y a n  h a l m a z ,  a m e l y r e  y D ^ A ^ ,  a k k o r  a
f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  D fi.R
A zaz  D e g y  k u l c s a  a z  R - n e k . T e h á t  M a z  1 ( F )  m a x i -R R
m á l i s  e l e m e i n e k  h a l m a z a .  V a g y i s  M _ci  (F ) ' fi é s
m in d e n  B h a l m a z r a  ( B € l ( F D)^fi) l é t e z i k  o l y a n  A.(A.€ML,)
h a l m a z ,  h o g y  BCA^ t e l j e s ü l .  T e h á t ,  a  f e n t i  r é s z -
b i z o n y i t á s  s z e r i n t  A€M .
F o r d i t v a ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  AeM . A r e l á c i ó  é s
f  R
MR r e n d s z e r  d e f i n í c i ó i  s z e r i n t  A-/-*- fi. A zaz  m in d e n
R
B h a l m a z r a  (BéKR) B^A. M á s r é s z t ,  m i v e l  A a z  MR
e l e m e  b e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  A£D, a k k o r  D -> fi. T e h á t
-1  Ra z  a n t i k u l c s  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  A€KR . E z z e l  a  
t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A 2 . 2  T é t e l b ő l  n y i l v á n  a d ó d i k  a z  a l á b b i
2 . 2  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R eg y  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .
-1 - i
Kr =Mr t e l j e s ü l ,  a h o l  KR R a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a  
é s  Mr R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .
A 2.2 T é te lb ő l  é s  a  2 . 2  t r i v i á l i s  K ö v e t k e z m é n y b ő l  n y i l v á n  
a d ó d i k  a
2 . 3  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R1 ,R 2 k é t  r e l á c i ó  a z  fi
5 0
f e l e t t .  E k k o r  R^ é s  R2 a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  k -
e k v i v a l e n s  e g y m á s s a l ,  h a  M =M_ t e l j e s ü l ,  a h o l
R1 R2
Md (Md ) a z  R . (R0 ) m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .
R1 R2 1 Z
2 . 3  M e g j e g y z é s . L e g y e n  K nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r
é s  R = ( h . , . . . , h  } e g y  r e l á c i ó  a z  £2 f e l e t t .  E k k o r  M_.
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  |MR | á | e R | ,  a h o l
e = { E . 1 á i $ j á m ,  E . . a z  R - b e l i  h H é s  h .  s o r o k  e g y e n -  
R 13 1 3 x 3
l ő s é g h a l m a z a }.
N y i l v á n v a l ó ,  hogy  I e r I = ( 2 ) '
Ha a z  R r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a  a  K - t ,  a k k o r  a  2 . 2  
T é t e l  m i a t t  K 1 | S t e l j e s ü l .  [ 4 4 ] - b e n  ( l á s d  
1 . 1 2  l é t e i t )  e z t  más m ó d s z e r r e l  b e b i z o n y í t o t t á k
A 3 .  f e j e z e t b e n  ( l á s d  3 . 1  A l g o r i t m u s t )  k o n s t r u á l u n k  
egy  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  e g y  a d o t t  nem ü r e s  K S p e r n e r -  
r e n d s z e r h e z  m e g t a l á l j a  K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z á t .  
M á s r é s z t ,  e g y  t e t s z ő l e g e s  R r e l á c i ó b ó l  e l ő á l l í t h a t ­
j u k  a z  Mr m a x i m á l i s  r e n d s z e r t .  E z é r t  a 2 . 2  T é t e l  é s  
a  2 . 3  K ö v e t k e z m é n y  s e g í t s é g é v e l  m e g m u t a t j u k ,  h o g y  
l é t e z i k  k é t  o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y e k  k ö z ü l  a z  e g y i k  
m e g h a t á r o z z a ,  h o g y  e g y  R r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a - e  a 
K S p e r n e r - r e n d s z e r t , a  m á s i k  p e d i g  e l l e n ő r z i ,  h o g y
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k é t  t e t s z ő l e g e s  r e l á c i ó k  k - e k v i v a l e n s - e  e g y m á s s a l .
2 . 4  M e g j e g y z é s . Az a l g o r i t m u s o k  i d ő b o n y o l u l t s á g á ­
n a k  b e c s l é s e  c é l j á b ó l  a z  a l g o r i t m u s o k a t  ALGOL- 
n y e l v e n  a d j u k  meg ( l á s d  r é s z l e t e s e n  [ 2 ] - b e n ) .  M i­
v e l  s z e m l é l e t e s e n  s z e r e t n é n k  m e g f o g a l m a z n i  a  b o ­
n y o l u l t  a l g o r i t m u s o k a t ,  e z é r t  e z e k n e k  a z  a l g o r i t ­
m u so k n ak  a  b l o k k - s é m á j á t  i s  m e g a d j u k .  M á s r é s z t  
f e l t é t e l e z z ü k ,  h o g y  k é t  a t t r i b ú t u m  ö s s z e h a s o n l i -  
t á s a  e l e m i  o p e r á c i ó .  T e g y ü k  f e l ,  h o g y  ha.
Í2 = {a^ , . . . , a n > ( a z a z  | f i | = n )  é s  ACfi , a k k o r  A a z  
a t t r i b ú t u m o k  r e n d e z e t t  l i s t á j a .  T e h á t  fi k é t  r é s z ­
h a l m a z á n a k  a  B o o l e  o p e r á c i ó j a  0 ( n )  e l e m i  o p e r á c i ó t  
i g é n y e l .
2 . 5  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R= { h ^ , . . . ^  } eg y  r e l á c i ó  
a z  fi = {a^ , . . . , a n > f e l e t t .  E k k o r  k ö n n y e n  b e l á t h a t ó ,  
h o g y  a z  R r e l á c i ó b ó l  e l ő á l l í t h a t j u k  a z
e R= { E . ^ :  l á i í j á m ,  E ^ h . ^  é s  hu s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l ­
maza} h a l m a z r e n d s z e r t .
2
V i l á g o s ,  h o g y  e z  a z  e l ő á l l í t á s  0 ( n . m  ) e l e m i  o p e r á ­
c i ó t  i g é n y e l .  Megadunk e g y  k ö n n y ű  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  
a z  e - h e z  m e g h a t á r o z z a  a z  M_ m a x i m á l i s  r e n d s z e r t .K K
52
2 . 1  A l g o r i t m u s .
' INPUT: R = { h 1 , . . . , h m} a z  0 = {a.^ , . . . , a n } f e l e t t i
r e l á c i ó  é s
E [ 1 : EIEL—IL] a z  e l e m e i n e k  t6 -mbje  
OUTPUT: M a z  R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e  
P r o c e d u r e  MAX(£,M):
M ■*- 0 ;  J  +■ 1 ;
w h i l e  J á  — ~ 2    do
b e g i n  i  •*- 1 ; w h i l e  i á  m ™^ ^  do
i f  E [ j ] £ E [ i ]  t h e n  g o t o  
T1 e l s e  i  i + 1 ; 
i f  E [ J ]£ M  t h e n  M «- MUE[ J ] ;
T1 : J  -> J+1
end
V i l á g o s ,  h o g y  a  m a x i m á l i s  r e n d s z e r  d e f i n í c i ó j a  
s z e r i n t  a  2 . 1  A l g o r i t m u s  m e g t a l á l j a  R m a x i m á l i s  
r e n d s z e r é t .  Könnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  a  2 . 1  A l g o r i t m u s
4
i d ő b o n y o l u l t s á g a  0 ( n . m  ) .
A 3 .  f e j e z e t b e n  a  3 . 4  A l g o r i t m u s  a d o t t  K 
S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  m e g h a t á r o z z a  K a n t i k u l c s a i n a k  
h a l m a z á t ,  a  l e g r o s s z a b b  e s e t b e n  a  3 . 4  A l g o r i t m u s  
i d ő b o n y o l u l t s á g a  e x p o n e n c i á l i s a n  f ü g g  a z  | f i | - t ó i . 
T e h á t  a  2 . 2  T é t e l  é s  a  2 . 1  A l g o r i t m u s  a l a p j á n  n y i l ­
v á n v a l ó  a
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2 . 4  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  K nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r  
é s  R e g y  r e l á c i ó  a z  ti f e l e t t .  E k k o r  a  k ö v e t k e z ő  a l ­
g o r i t m u s  m e g h a t á r o z z a ,  h o g y  a z  R r e l á c i ó  r e p r e z e n ­
t á l j a - e  a  K S p e r n e r - r e n d s z e r t .
1 .  l é p é s .  K -h o z  a  3 . 4  A l g o r i t m u s  m e g t a l á l j a  a  K - t
2 .  l é p é s .  R - b ő l  e l ő á l l í t j u k  a z  e R- t ,  é s  a z  e R e g y e n ­
l ő s é g h a l m a z h o z  a  2 . 1  A l g o r i t m u s  m e g t a l á l j a  a z
Mr m a x i m á l i s  r e n d s z e r t .
3 .  l é p é s .  A 2 . 2  T é t e l  s z e r i n t  m e g h a t á r o z z u k ,  h o g y  
K ^=M t e l j e s ü l - e .
V i l á g o s ,  h o g y  e n n e k  a z  a l g o r i t m u s n a k  a z  i d ő ­
b o n y o l u l t s á g a
max {a 2 . 1  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a ,  a  3 . 4  A l g o ­
r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a } .
2 . 5  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R-^íh -^  • • • • / h m )» R2 = í f   ^ /• • • ,  f  m>
k é t  r e l á c i ó  a z  n = { a ^ , . . . , a n > f e l e t t .  E k k o r  l é t e z i k
e g y  o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y  m e g h a t á r o z z a ,  h o g y  R^ é s
R„ k - e k v i v a l e n s - e  e g y m á s s a l  ( a z a z  KD =K i g a z - e  ) ,
^ K1 r 2 
é s  e n n e k  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R^ é s
R2 s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
B i z o n y í t á s .  A 2 . 1  A l g o r i t m u s  s z e r i n t  k a p h a t j u k  M„ - t
R1
é s  Mr - t ,  a h o l  Mr (Mr ) R ^ ( R 2 ) m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .
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A 2 .3  K ö v e t k e z m é n y  m i a t t  e l e g e n d ő  a z t  e l l e n ő r i z n ü n k ,
hogy  Md =M i g a z - e .
°1 R2
2 . 6  M e g j e g y z é s . A 3 .  f e j e z e t b e n  a  3 . 5  A l g o r i t m u s
s z e r i n t  R ^ - b ő l  é s  I ^ - b ő l  e l ő á l l í t h a t j u k  KR - t  é s
Kd - t .  U t á n a  n y i l v á n  m e g h a t á r o z h a t j u k ,  h o g y  R. é s  
r 2 1 
R2 k - e k v i v a l e n s - e  e g y m á s s a l .  Ez a  m ó d s z e r  a z o n b a n
b o n y o l u l t a b b ,  m i n t  a  m a x i m á l i s  r e n d s z e r e k e t  meg­
t a l á l ó  m ó d s z e r .
M o s t  a  2 . 2  T é t e l  a l a p j á n  m e g k o n s t r u á l j u k  a z t  
a z  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  e g y  a d o t t  R r e l á c i ó h o z  meg­
t a l á l j a  a z t  a z  R'  r e l á c i ó t ,  a m e l y r e  R '^ R ,  R '  é s  
R k - e k v i v a l e n s  e g y m á s s a l ,  é s  R'  e g y  k - i r r e d u n d á n s  
r e l á c i ó  a z  n f e l e t t .
E l ő s z ö r  b e b i z o n y í t j u k  a z  a l á b b i  t é t e l t .
2 . 3  T é t e l . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  a z
{ a i , . . . , a n } f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á
e = { E . . : l á i í j á m }  R e g y e n l ő s é g h a l m a z a  é sR 1 3
MR ={A^, . . . , A^}^  {0} R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .
L e g y e n  I t = { ( i , j ) : E i j =Afc},  a h o l  t = 1 , . . . , k  
( a z a z  1 ^ ö s s z e s  o l y a n  ( i , j )  i n d e x p á r o k  h a l m a z a ,  
a m e l y r e  E ^ j =At ) • J e l ö l j ü k  / t ~ v e l  a z  I t  e l e m e i n e k
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1 2s z á m á t .  J e l ö l j e  I  (p) é s  I  (P) a z  I  p - i k  p á r ­
j á n a k  e l s ő  é s  m á s o d i k  i n d e x é t ,  a h o l  t = 1 , . . . , k  é s  
H p < i t .
E z u t á n  t e k i n t s ü k  a z  a l á b b i  b l o k k s é m a  á l t a l  
m e g h a t á r o z o t t  R '  r e l á c i ó t .
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E k k o r  R ' = { h ^ :  i€C} o l y a n  k - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  hogy  
R'CR é s  KR , = KR , a z a z  R '  é s  R k - e k v i v a l e n s  e g y m á s ­
s a l  .
B i z o n y í t á s . V i l á g o s ,  h o g y  R ' 9 R .
A b l o k k s é m a  s z e r i n t  I  - b a n  ( t á q á k )  t ö r ö l j ü k  a z  
s sf I t ( P ) , J )  é s  ( i , I  ( P ) ) i n d e x p á r o k a t ,  h a  nem l é t e z i k  
o l y a n  1^ i n d e x p á r o k  h a l m a z a ,  a m e l y r e  m in d e n  ( i , j )  
i n d e x p á r r a  ( ( i , j ) 6 I ^  é s  t s h á k )  i = I ® ( P )  v a g y  J = I ® ( P ) .
T e h á t  m i n d e g y i k  t - r e  ( t = l , . . . , k )  a z  I t ~ben v a n  o l y a n  
( i , J )  i n d e x p á r ,  h o g y  i , j e C .  A z a z  m in d e n  I t ~ r e  ( t = l , . . . , k )  
I t ^ 0 .  V a g y i s  a z  MR h a l m a z r e n d s z e r  R '  m a x i m á l i s  r e n d ­
s z e r e .  T e h á t  a  2 . 3  K ö v e t k e z m é n y  m i a t t  R '  é s  R k -  
e k v i v a l e n s e k  e g y m á s s a l .
It
M á s r é s z t ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  R C R ' ,  i t t  h £ R ' \ R " .• o
E k k o r  a  b l o k k - s é m a  s z e r i n t  l é t e z i k  o l y a n  I  ( l < q < k ) ,
3^
hogy  m i n d e n  ( i , j )  i n d e x p á r r a  ( ( i , j ) € I  é s  h . , h . € R ' )
3^ - Dii
i = s ,  v a g y  j=.s t e l j e s ü l .  J e l ö l j ü k  MR« - e l  a z  R m a x i m á l i s  I
II »•
r e n d s z e r é t .  E k k o r  M ^M, m e r t  A^fM . T e h á t  a  2 . 3  K ö v e t ­
k ezm ény  s z e r i n t  K^"^K^r . E z z e l  a  t é t e l  b i z o n y í t á s á t  
b e f e j e z t ü k .
A 2 . 3  T é t e l  a l a p j á n  k o n s t r u á l u n k  eg y  a l g o r i t m u s t ,  
Hogy p o n t o s a n  b e c s ü l h e s s ü k  a  k - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó
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m e g t a l á l á s á n a k  i d ő b o n y o l u l t s á g á t .
M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  c s a k  v i z s g á l j u k  a z  R={ h ^ , . . .  ,hm } - t , 
a h o l  m^2 . A t ö b b i  r e l á c i ó  e s e t é n  t r i v i á l i s .
2 . 2  A l g o r i t m u s . ^
INPUT: R = { h ^ , . . . , h m> a z  f l = { l , . . . , n >  f e l e t t i  r e l á c i ó .  
OUTPUT: R '  r e l á c i ó ,  a m e l y r e  R 'Q R,  KR ,=KR é s  R '  
k - i r r e d u n d á n s .
1 .  l é p é s .  R - b ő l  k o n s t r u á l j u k  a z  e = { E .  . :  l á i ^ j á m ,K 1 j
a hu é s  h j  s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a }  h a l m a z t .  Ha 
e D={0},  a k k o r  v á l a s s z u n k  k i  eg y  t e t s z ő l e g e s  ( i , j )  
i n d e x p á r t  é s  R r = { h ^ , h j }  o l y a n  k - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  
a m e l y r e  KR , =KR . F o r d i t v a :
2 .  l é p é s .  Az £ - b ő i  a  2 . 1  A l g o r i t m u s  s z e r i n t  k o n s t r u -
á l j u k  a z  Md m a x i m á l i s  r e n d s z e r t .R
3 .  l é p é s .  T é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y  MR= { A ^ , . . . ,A^} é s
I  = { ( i , j ) :  E . . = A  },  a h o l  s = l , . . . , k .  J e l ö l j e  1 a z  IS 1 3 S S S
e l e m e i n e k  s z á m á t ,  e k k o r  I  21 i n d e x e t  t a r t a l m a z .. s sk
T e h á t  v a n  2 I  1 i n d e x ü n k .-» s s  = l
ADATSTRUKTÚRA. 
k
I [1 :  2 E 1 ] a z  i n d e x e k  t ö m b j e .
I S
L [ l : k + 1 ]  o l y a n  töm b ,  a m e l y r e  L [ l ] = l ,  é s  m i n d e g y i k  s - r e  
( s = l , . . . , k )  L [ s + l ] = 2 1  .
b
A , B , C , E m u n k a v á l t o z ó k .
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c  <-
P r o c e d u r e  I R R E ( I , L ) :
- 0 ;
CIKLUS1: f o r  q 1 u n t i l  k do
CIKLUS2:
f o r  L [ q ]  s t e p 2  u n t i l  L [ q + 1 ]  do 
b e g i n  E +- q^ ; 
f o r  q 2 E u n t i l  E + 1 do  
b e g i n  i f  I t q ^ j e C  t h e n  g o t o  T 1 ; 
f o r  p q  u n t i l  k do
b e g i n  A 1 ; f o r  q 3 ■*- L [ p ] s t e p 2  unti l_L[p+1}dO 
i f  I  [q3 ] &AI  [q3+1 ] #>AI [q2] tftq3 ]A I  [q2 ] *1 [q3+1 ]
t h e n  A «- 0 ;
UT0LS02:
i f  A= 1 t h e n  b e g i n  C « - C u l [ q 2 ] ;  g o t o  T1 e n d  
e n d ;
CIKLUS3: beg in  B •*- q;  f o r  q4 «- L [B] s t e p  2 u n t i l  L[k+1]do 
i f  I [ q 2]= I [q4] V I  [q2] =1 [q^+1] t h a i  beg in  
I  tq4 ] «- 0 ;  I [ q 4+1]«- 0 end
UTQLS03: end;
TI : em pty
end
UTOLSÓI: e n d ;
r e t u r n  C
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a z  i n d e x e k  p o z i t i v  e g é s z  s z á m o k ,  é s  h a  
i  i n d e x ,  a k k o r  I á  i á m .  K é t  i n d e x  ö s s z e h a s o n l i t á s a  e l e m i
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o p e r á c i ó  ( h a s o n l ó a n  k é t  a t t r i b ú t u m  ö s s z e h a s o n l i t á -
k
s á h o z ) . B e l á t h a t ó ,  h o g y  2 l  I á  m( m - 1 ) .
I S
Az IR R E - b e n  h a s z n á l j u k  a z  A m u n k a v á l t o z ó t .  A=1
a z t  j e l e n t i ,  hogy  l é t e z i k  o l y a n  I  i n d e x p á r o k  h a l m a z a ,
P
a m e l y r e  m i n d e n  ( i , j )  i n d e x p á r r a  ( ( i , j ) é l  ) i  = l [ q S)]
v a g y  j  = I [ q ~ ] .  Ha i l y e n  I  nem l é t e z i k ,  a k k o r  a  z  q
CIKLUS3 m ű k ö d i k ,  t e h á t  IRRE f e l t ö l t i  a z  ( i , j )  i n d e x ­
p á r o k a t  n u l l á v a l ,  a h o l  i  = I  [q2 ] v a g y  j  = I  [q2 1 - V i l á g o s ,
h o g y  a m i k o r  CIKLUS3 m ű k ö d i k ,  a k k o r  a  C IKLUS3-UT0LS03-ban
2
a z  a l g o r i t m u s  l e g f e l j e b b  0(m ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  
Könnyen b e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  I [ q 2 ]^C,  a k k o r  CIKLUS2 mű­
k ö d i k ,  é s  a  CIKLUS2-UT0LS02-ben a z  a l g o r i t m u s  l e g f e l -  
2
j e b b  0(m ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  
a z  I  [q2 ] - k  szám a  l e g f e l j e b b  m ( m - 1 ) .  T e h á t  a  l e g r o s s z a b b
e s e t b e n  a z  IRRE-ben  a z  a l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  l e g -
4 2f e l j e b b  0 ( m  ) .  Az 1 .  l é p é s b e n  a z  a l g o r i t m u s  0 ( n . m  )
e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  A 2 .  l é p é s b e n  a z  a l g o r i t m u s
4
0 ( n . m  ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .
4
T e h á t ,  a  2 . 2  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  0 ( n . m  ) .
A 2 . 3  T é t e l b ő l  n y i l v á n  a d ó d i k  a z  a l á b b i  V
V
2 . 6  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R eg y  r e l á c i ó  a z  n f e l e t t .
E k k o r  a 2 . 2  A l g o r i t m u s  e g y  o l y a n  k - i r r e d u n d á n s  R r e l á ­
c i ó t  h a t á r o z  meg, a m e l y r e  R ' c R ,  KR ,=KR é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a
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p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á ­
t ó l .
2 . 1  P é l d a . L e g y e n  fi = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7  } é s  R = { h ^ , .  . . , h ^ } 
a z  fi f e l e t t i  r e l á c i ó  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n
A t t r i b ú t u m o k :  1 2 3 4 5 6 7
1 0 0 2 2 2 2
2 0 0 3 3 0 0
3 3 3 2 1 0 1
1 1 2 4 3 3 1
R = 4 2 4 1 0 1 3
5 2 4 5 4 4 5
6 4 5 5 5 5 4
6 5 1 6 6 6 6
7 6 1 7 7 7 7
K önnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  E i 2 =E5 6 = ^ 3 ' 3 ^ '' E 1 3 " E67S { 4 } '
E14 E 7q { ! } /  E23~ ^  ^ ' E24 == { 5}, , E3 4 = {7} é s E89 { 3 ^ ’
A t ö b b i  E . .  ü r e s .  T e h á t  M = { { 1 } , { 2 , 3  } ,{ 4 ]  
1 3  K ^ { 5 > , { 6 >
L e g y e n e k  A ^ = { 1 } ,  A2 = { 2 , 3 } , ' A3 =: { 4 } (- V= {5}, , A5 = { 6 }
é s  Ag = { 7 } .  V i l á g o s ,  h o g y  a  2 l A l g o r i t m u s s z e r i n t
I 1 = { ( 1 , 4 ) ,  ( 7 , 8 ) } ,  I 2 == { ( 1 -, 2 ) , 1( 5 , 6 )  } ,
I 3 = { ( 1 , 3 ) ,  ( 6 , 7 )  },  I 4 = { ( 2 , 4 )  }, I 5 = { ( 2 , 3 ) }  é s  I 6 = { (3
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  2 . 2  A l g o r i t m u s  3 .  l é p é s e  s z e r i n t  








2 2 2 2
3 3 o o
2 1 o 1
4 3 3 1
2 . 7  M e g j e g y z é s . B e l á t h a t j u k ,  h o g y  a  2 . 2  A l g o r i t m u s
f ü g g  I  ( p = l , . . . , k )  e l e m e i n e k  s o r r e n d j é t ő l .  A z a z  
P
h a  I  e l e m e i n e k  s o r r e n d j e  v á l t o z i k ,  a k k o r  R e g y  
P
u j  k - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó j á t  k a p j u k .  Az a l á b b i  t é t e l  
a  k - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó  s o r a i n a k  s z á m á t  b e c s ü l i .
2 . 4  T é t e l . L e g y e n  K e g y  nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r  é s  
R egy r e l á c i ó  a z  íi f e l e t t .  E k k o r  h a  R k - i r r e d u n d á n s  
r e l á c i ó  é s  r e p r e z e n t á l j a  a  K - t ,  a k k o r  \/  2 | K— ^  |á |R[á2|K~-*-
B i z o n y i t á s . M i v e l  R r e p r e z e n t á l j a  K - t ,  |K 
t e l j e s ü l .  Az a l s ó  k o r l á t o t  i n n e n  k a p h a t j u k .  A f e l s ő  
k o r l á t  m e g a d á s á h o z  f e l t é t e l e z z ü k ,  h o g y  K 1 = { A ^ , . . . , A ,  } 
A 2 . 2  T é t e l  m i a t t  K 1=MR , a h o l  MR R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e  
Tegyük f e l ,  h o g y  R = { h ^ , . . . , h  } .  E k k o r  l e g y e n e k  
I . ={ ( i , j )  5 E . . =A . } ,  a h o l  t = l , . . . , k  é s  E . .  a  h .  é s  h .t  l j  U Í J  -L J
s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a  ( l á i $ ^ m ) . M o s t  k o n s t r u á l u n k  
e g y ,  a z  M é s  a z  { l , . . . , m }  h a l m a z  k ö z ö t t i  m e g f e l e l t e -  
t é s t .  M i v e l  R k - i r r e d u n d á n s ,  t e t s z ő l e g e s  q i n d e x r e
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( l áq ám )  l é t e z i k  o l y a n  I t  i n d e x p á r o k  h a l m a z a ,  h o g y  
V ( i , j ) € I t  : i = q  v a g y  j = q .  V á l a s s z u n k  k i  e g y  i l y e n  
I t ~ t .  L e g y e n  ez  , a h o l  l á t  á k .  Könnyen b e l á t h a t ó ,
q q
h o g y  h a  q ^ p  ( l á q á m ,  l á p á m ) , a k k o r  l é t e z i k  o l y a n  I ,  ,
P
a m e l y r e  t  / t  ( 1 s t  S k ,  1 s t  S k ) , v a g y  l é t e z i k  p o n t o s a n
r  4  ír
e g y  o l y a n  , a m e l y r e  t  = t  . E k k o r  v i l á g o s ,  h o g y  I
p p q q
c s a k  a z  ( p , q )  i n d e x p á r t  (ha  p < q ) , v a g y  a  ( q , p )  i n d e x ­
p á r t  (ha  q<p)  t a r t a l m a z z a .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  e b b e n  a z  
e s e t b e n  nem l é t e z i k  o l y a n  s i n d e x  ( s * q ,  s ^ p ) , a m e l y r e  
t  = t  = t  . T e h á t  l á t h a t j u k ,  h o g y  R s o r a i n a k  s zám a  l e g -
^ ír
f e l j e b b  2 |K q | .  E z z e l  f e l s ő  k o r l á t o t  i s  m e g a d t u k  é s  a 
t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 . 8  M e g j e g y z é s . L e g y e n  K nem ü r e s  S p e r n e r - r e n d s z e r
é s  K q ={A^ , . . . ,Ajc ) . L e g y e n  R= {h^ , h 2 , . . . ^ 2k - l ^ k  > a  
k ö v e t k e z ő :
m i n d e g y i k  i - r e  ( i = l , . . . , k )  h 2 i - 1 ( a ) = 2 i - l  ( V a e n ) ,
2 i - l  h a  a f A ^ ,
2 i  h a  a € í í \ A i .
Könnyen l á t h a t ó ,  h o g y  R r e p r e z e n t á l j a  a  K - t  é s  a
2 . 4  T é t e l  s z e r i n t  R k - i r r e d u n d á n s  m a x i m á l i s  s z á m o s -  
s á g u  r e l á c i ó .
h 2 1 ( a ) =
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Most m e g v i z s g á l u n k  n é h á n y  a z  f - c s a l á d o k r a  v o n a t k o z ó
k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á t .  T u d j u k ,  ( [7] , [35] , [40 ]  ) ,
hogy  h a  M £P(ß)  é s  N =ÍA€M: (VB,CfM) (A=BflC -»■ A=B v a g y
A=C) ) ,  a k k o r  N a z  e g y e d ü l i  o l y a n  h a l m a z r e n d s z e r ,  a m e l y
M m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a  ( l á s d  1 . 7  T é t e l t ) ,
a h o l  M+ = { M. : M.€M é s  K r ^ l M l j  
i = l  1 1
2 . 9  M e g j e g y z é s . L e g y e n  M^  é s  M2 k é t ,  a  m e t s z e t r e  n é z v e  
z á r t  h a l m a z r e n d s z e r .  E k k o r  b e l á t h a t ó ,  h o g y  M^=M2 a k k o r  
é s  c s a k  a k k o r  t e l j e s ü l ,  h a  N]_=N2 ' a h o l  N^(N2 ) a z  M^(M2 ) 
m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .
2 . 1 0  M e g j e g y z é s . L e g y e n  N g P ( f i ) . A z t  m o n d ju k ,  h o g y  N 
egy  m e t s z e t m e n t e s  r e n d s z e r  a z  n f e l e t t ,  h a  N k i e l é g i t i  
a z  a l á b b i  f e l t é t e l e k e t :
(1) n € N
(2) h a  A=BflC ( A , B , C 6 N ) ,  a k k o r  A=B v a g y  A=C t e l j e s ü l .  
[ 3 5 ] - b e n  é s [ 4 0 ] - b e n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  h a  I
egy  n f e l e t t i  m e t s z e t f é l h á l ó ,  a k k o r  N m e t s z e t m e n t e s  
r e n d s z e r h e z  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  m e t s z e t f é l h á l ó  l é t e z i k ,  
a m e l y n e k  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a  é p p e n  N .
Azaz a  m e t s z e t i é l h á l ó k  é s  m e t s z e t m e n t e s  r e n d s z e r e k  k ö ­
z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  e g v - e g y é r t e l m ü .
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T u d j u k  ( [ 5 ] ,  [ 4 4 ] ) ,  h o g y  h a  F e g y  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t ,  
a k k o r  m i n d e n  A h a l m a z r a  (AfcP(fi)) (A) = {b€fi : (A, ( b ) ) FF}r
e g y  fi f e l e t t i  l e z á r á s i  o p e r á c i ó .  F o r d i t v a ,  h a  H egy  
l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t ,  a k k o r  p o n t o s a n  eg y  
o l y a n  F f - c s a l á d  v a n ,  a m e l y r e  H=Hp.
Az a l á b b i  t é t e l  e g y  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l ­
t é t e l  a r r a ,  h o g y  e g y  r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a  a z  f -  
c s a l á d o t .
2 . 5  T é t e l . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h  } e g y  r e l á c i ó ,  F eg y  
f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  E k k o r  a z  R r e l á c i ó  p o n t o s a n  
a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  a z  F f - c s a l á d o t ,  h a  m i n d e n  A 
h a l m a z r a  (A£P(fi ))
, 0 Ei j h a  3 E i j £ v A í E i j '
Hp (A)=
A SE . .
fi k ü l ö n b e n .
I t t  e R R e g y e n l ő s é g h a l m a z a .
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r  b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  e g y  t e t ­
s z ő l e g e s  R r e l á c i ó b a n  m in d e n  A - r a  (A eP(f i ) )
(A) =
ACE . . 
y 11
E. . , 
11
h a  3 E ^ j 6 e R : ACE^^ ,
fi k ü l ö n b e n .
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Ha A egy  o l y a n  h a l m a z ,  a m e l y r e  nem l é t e z i k  o l y a n  
E . . h a l m a z  (E . . f e , . )  , h o g y  ACE. . ,  a k k o r  V h . , h . 6R-
1 J  Í J  K  l j  i  j
r e  3 a £ A : h . ( a ) ^ h  . (a)  . V a g y i s  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g  
1 f
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  A -> fi . T e h á t  H„ d e f i n í c i ó j a
R R
a l a p j á n  H (A)=fi .  A 0 - r a  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  H (0 )=  E. . .
„ , . R R Ei j “ R 3t e l j e s ü l .
Ha A ^ 0 ,  é s  l é t e z i k  o l y a n  E . .  h a l m a z  ( E . . e e _ ) ,
i  j  1  j  K
a m e l y r e  a c e . . , a k k o r  l e g y e n  V = { E . . : Ac e . . , E . }
Í J  X J  í j  i j  t i
é s  B=/^~N\ E .  . .  V i l á g o s ,  h o g y  A£B t e l j e s ü l .
£.éV 1D
Ha V = r J  a k k o r ,  n y i l v á n  ( A ,B ) € F D .K K
Ha V^e_ t e l j e s ü l ,  a k k o r  k ö n n y e n  b e l á t h a t j u k ,  h o g y
m inden  E ^ - r e  ( E ^ C V )  ( tfa£A) (hK (a )  =h^ (a))  (Vb£B) (h^ (b) =h^ (b)
é s  m in d e n  E ^ - r e  ( E ^ ^ V )  3 a £ A : h ^ ( a ) ^ h ^ ( a ) . T e h á t ,
(A,B)€F t e l j e s ü l .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  H d e f i n í c i ó j a  
K R
s z e r i n t  BCH„ (A) t e l j e s ü l .  M i v e l  R e g y  fi f e l e t t i  r e -  
F R
l á c i ó ,  a z t  k a p j u k ,  h o g y  Bcf i . M i v e l  a z  F n e g y  f - c s a l á d
a z  fi f e l e t t ,  F k i e l é g í t i  a z  A - a x i ó m á t  ( l á s d  2 . 1  T é t e l t ) .R
E z é r t  (B ,H „  (A) ) £F_ t e l j e s ü l .F r  R
T é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y  c t e t s z ő l e g e s  o l y a n  a t t r i b ú ­
tum ,  a m e l y r e  c# B .  A z a z  c é  S '  Y e  . . .
E. . e V  ^  
i :
E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  E^^ ^ i j €V) '  a m e l y r e  c ^ E . ^  . V a g y i s
^ h ^ j ^ R :  V b € B - r e  h ^ ( b ) = h j ( b )  t e l j e s ü l ,  d e  h i ( c ) ^ h ^ ( c ) .
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V i l á g o s ,  h o g y  a  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g  d e f i n í c i ó j a
s z e r i n t  (Bu{c>) nem f ü g g  f u n k c i o n á l i s a n  a  B - t ő l .
E z é r t  m in d e n  c - r e  (c^B) (B ,B u{c }) ^ F _ . A H_ d e f i n i -
R r R
c i ó j a  s z e r i n t  H (A)=B= E . . . Az 1 . 4  M e g j e g y z é s
R E . . € V  13
s z e r i n t  F=F p o n t o s a n  a k ^ ä r  t e l j e s ü l ,  h a  H = H_ .
R F F r
E z é r t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  F=FÜ a k k o r  é s  c s a k  a k k o rK
t e l j e s ü l ,  h a  m in d e n  A - r a  (A€P(fi ))




13 ^  n 13
fi k ü l ö n b e n .
E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .  
A 2 . 5  T é t e l b ő l  a d ó d i k  a z  a l á b b i
2 . 7  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R = ( h ^ , . . . , h m> eg y  r e l á c i ó ,  
é s  F f - c s a l á d  a z  S i  f e l e t t .  L e g y e n e k  e a z  R e g y e n l ő -X\
s é g h a l m a z a ,  1 (F )  a z  F c s a l á d  m a x i m á l i s  j o b b o l d a l a i n a k  
h a l m a z a  ( l á s d  1 . 6  D e f i n í c i ó t ) ,  é s  T={BeP (fi) : f  E . . €e_, :E . . =B} .
1 3  R 13
E k k o r  R p o n t o s a n  a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  F - t ,  h a  I ( F ) = T +U{fi} 
t e l j e s ü l .
B i z o n y í t á s . Az 1 (F )  é s  HR d e f i n í c i ó i  s z e r i n t  I ( F ) = { H F (A ):  A e P ( f i ) } .
2 . 5  T é t e l  s z e r i n t  I ( F R)CT+ U{fi>. M á s r é s z t ,  k ö n n y e n  l á t ­
h a t ó ,  h o g y  m in d e n  E . . - r e ( E . e ) E . . 6 1 ( F _ ) é s  E . . ^ f i .
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E z é r t  I ( F D) =T+U{Q}. Az 1 . 1  T é t e l  s z e r i n t  R p o n t o s a nI\
a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  a z  F c s a l á d o t ,  h a  I ( F ) = I ( F R) .
E z z e l  a  k ö v e t k e z m é n y t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A 2 . 5  T é t e l b ő l ,  a  2 . 7  K ö v e t k e z m é n y b ő l  é s  a  2 . 9  Meg­
j e g y z é s b ő l  n y i l v á n  a d ó d i k  a z  a l á b b i :
2 .8  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R egy  r e l á c i ó ,  é s  F e g y  f -
c s a l á d  a z  n f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á  e R a z  R e g y e n l ő s é g ­
h a l m a z  é s  T={B6P (n) : f e R:Ei j =B }• E k k o r  a z  R r e l á c i ó
a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  a z  f - t ,  h a  N^=N2^{fi} 
t e l j e s ü l ,  a h o l  N1 (N2 ) a z  1 (F )  (T+ ) m i n i m á l i s  s z á m o s -
s á g u  g e n e r á t o r a .
A 2 . 5  T é t e l b ő l  a  2 . 8  K ö v e t k e z m é n y b ő l  a d ó d i k  a z  a l á b b i :
i
2 . 9  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R= ( h ^ , . . . , h m> e g y  Q, f e l e t t i  
r e l á c i ó ,
e R= { E i j :  l á i $ j s m ,  E^^ h ^  é s  h^  s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a }  
é s
T= {B€P ( fi) : 5 E ,  . £ e D :E . . =B} . E k k o r  N , t ; { n } = N , ,1 "J 1 J -L ^
a h o l  N1 (N2 ) a  T+ ( I ( F R) )  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .
2 . 1 1  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> a z  fi={a^ , . . . , a n >
f e l e t t i  r e l á c i ó ,  é s  l e g y e n  e = { E . . : l á i $ j á m , E . .  a  h .  é s  h .
& -LJ -1 J
s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a } .
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V i l á g o s ,  h o g y  |e R
_i_ m ( m - l )  
2
e - b o l  k o n s t r u á l j u k  T = { B : J E . . =B } - t . N y i l v á n v a l ó ,K 1]
2
h o g y  e z  a  k o n s t r u k c i ó  0 ( n . m  ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  
K önnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  | -j | <2LÍE-JJ_. T é t e l e z z ü k  f e l ,  
h o g y  T = ( B ^ , . . . , B ^ } . E k k o r  a  T - b ó l  k o n s t r u á l h a t ó  
T^ = ÍB VlBj : l á i ^ j s k } .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  | | = ^  ^  •
A T-^-bő l  k o n s t r u á l h a t j u k  a z  N={ A6T : 7B Y)B^ :A=B .jőlB^ ,
A ^ B . é s  A£B, l á i í j S k }  h a l m a z t .  I g a z o l h a t ó ,  h o g y  ez
g
a  k o n s t r u k c i ó  0 ( n . m  ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  V a g y i s  
a z  £ - b ő i  l é t e z i k  o l y a n  T+ m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e -I\
r á t o r á t  m e g t a l á l ó  a l g o r i t m u s ,  a m e l y n e k  i d ő b o n y o l u l t s á -
6.g a  0 ( n .m  ) .
A 2 . 5  T é t e l b ő l  é s  a  2 . 9  K ö v e t k e z m é n y b ő l  n y i l v á n  
a d ó d i k :
2 . 1 0  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R ^ = { h ^ , . . . , h m }, R2 = { f ^ , . . . , f m } 
k é t  r e l á c i ó  a z  q={a ^ , . . . , a n } f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á
T. = { A fP (g )  : 3E1 . : E1 .= A ,E 1 . . , . . . . .1 1 i ]  ' í ]  a  h i  é s  h j  s o r o k  e g y e n l ő s é g ­
h a l m a z a  l < i ^ j < m ^ } ,  é s
T~ = { B £ P ( n ) : 3E2 . :  E2 .=B ,  E2 . a  f .  é s  f .  s o r o k  e g y e n l ő s é g -2 1 í j  í j  '  1 ] 1  j  ’
h a l m a z a ,  l < i ^ j g m 2 }.
Eb b en  a z  e s e t b e n  R^ é s  R2 a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  f - e k v i v a -  
l e n s e k  e g y m á s s a l  ( a z a z  F R =FR ) ,  h a  N-^=N2 t e l j e s ü l ,  a h o l
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N1 (N2 ) a  T * ( T * )  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .
A 2 . 1 1  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  a z  é s  R2 r e l á c i ó k ­
h o z  e l ő á l l í t h a t j u k  a z  é s  N2 h a l m a z r e n d s z e r e k e t .
U tá n a  a  2 . 1 0  K ö v e t k e z m é n y  m i a t t  e l d ö n t j ü k ,  h o g y  N^=N2 
t e l j e s ü l - e .  T e h á t  n y i l v á n v a l ó  a z  a l á b b i :
2 . 1 1  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R ^ ,R 2 k é t  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  
E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y  m e g h a t á r o z z a ,  h o g y  
R^ é s  R2 f - e k v i v a l e n s e k - e  e g y m á s s a l ,  é s  e n n e k  a z  a l g o r i t ­
musnak  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a z  Rn , R9 
s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
T e r m é s z e t e s ,  h o g y  á l t a l á b a n  t ö b b  o l y a n  a l g o r i t m u s  
v a n ,  a m e l y  e l d ö n t i ,  h o g y  k é t  t e t s z ő l e g e s  r e l á c i ó  f - e k v i -  
v a l e n s - e .  I t t  b e m u t a t u n k  e g y  i l y e n  a l g o r i t m u s t .
2 . 1 2  M e g j e g y z é s . L e g y e n  H a z  fi f e l e t t i  t e t s z ő l e g e s  l e z á r á ­
s i  o p e r á c i ó .  Leg y en  Z ( H )= { A :H ( A ) = A } . Z(H) e l e m e i t  z á r t  
h a l m a z o k n a k  n e v e z z ü k .  K önnyen  l á t h a t ó ,  h o g y  h a  A^éZ(H)
( i = l , .  . .  ,m) , a k k o r  H( A . ) = $ t f ( A . ) .  N y i l v á n  XI€Z (H) .
i = l  1 i = 1
T e h á t  Z(H) e g y  m e t s z e t - f é l h á l ó . F o r d i t v a ,  [ 2 2 1 - b e n  b e ­
b i z o n y í t o t t á k ,  hogy  t e t s z ő l e g e s  Z m e t s z e t - f é l h á l ó h o z  p o n ­
t o s a n  eg y  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  l é t e z i k ,  h o g y  
Z= Z(H) .  V a g y i s  a z  _TL f e l e t t i  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k  
é s  m e t s z e t  f é l h á l ó k  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s
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k ö l c s ö n ö s e n  e g y - e g y é r t e l m ü .
2 . 1 2  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R={h1 , . . . , h m) e g y  r e l á c i ó  é s -
H eg y  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á
T={A €P(f i ) :  3 E . . : E . . =A}. E k k o r  R a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  
j  ^ 3
r e p r e z e n t á l j a  H - t ,  h a  N1u{fi}=N2 t e l j e s ü l ,  a h o l  N2 (N2 ) 
a T+ (Z (H ))  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g a  g e n e r á t o r a .
B i z o n y i t á s . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  R a k k o r  é s  c s a k  a k k o r
r e p r e z e n t á l j a  a  H - t ,  h a  H=H t e l j e s ü l  ( l á s d  1 . 4  Meg-
*R
j e g y z é s t ) ,  a h o l  H_ (A) ={b€fi:  ( A , { b } ) 6 F _ } .  V i l á g o s ,
F R R
h o g y  Z(Hp ) = I ( F p ) .  T e h á t  a  2 . 5  T é t e l ,  a  2 . 8  K ö v e t k e z m é n y  
é s  a  2 . 1 2  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  a  k ö v e t k e z m é n y t  b e b i z o n y í ­
t o t t u k  .
2 . 1 3  M e g j e g y z é s . A 2 . 2  é s  2 . 5  T é t e l b ő l  k ö n n y e n  b e l á t ­
h a t ó ,  h o g y  h a  R ( F ) e g y  r e l á c i ó  ( e g y  f - c s a l á d )  a z  fi 
f e l e t t ,  a k k o r
K ' ^ N - ^ í f i }  ( K ( F ) - 1 CN2' { f i } )
t e l j e s ü l ,  a h o l  KRF (K(F) F ) a z  R(F)  a n t i k u l c s a i n a k  
h a l m a z a ,  é s  N ^(N 2 ) a z  I  (FR) ( 1 ( F ) )  m i n i m á l i s  s z á m o s -  
s á g u  g e n e r á t o r a .  V a g y i s  e b b ő l  k ö v e t k e z i k
|K p1 | á | N 1 | - l  ( | K ( F f 1 ! S | N 2 | - 1 ) .
72
Az a l á b b i a k b a n  m e g a d u n k  eg y  o l y a n  a l g o r i t m u s t ,  
a m e l y  t e t s z ő l e g e s  a d o t t  R r e l á c i ó h o z  m e g h a t á r o z  e g y  
o l y a n  f - i r r e d u n d á n s  R '  r e l á c i ó t ,  a m e l y r e ,  R '  ^  é s  
F , = Fd . M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  c s a k  v i z s g á l j u k  a z  R r e l á -  
c i ó k a t ,  a m e l y e k r e  I R I? 2 .  A t ö b b i  r e l á c i ó  e s e t é n  t r i v i ­
á l i s  .
2 . 3  A l g o r i t m u s  *12
INPUT: R={h^ , . . . , h m> a z  _C1 f e l e t t i  r e l á c i ó .
OUTPUT: R '  r e l á c i ó ,  a m e l y r e  R ' f R ,  F R ,= F R é s  R ' f - i r r e d u n d á n s .
1 .  L é p é s .  M e g k o n s t r u á l j u k  a z  R r e l á c i ó  e R e g y e n l ő s é g ­
h a l m a z á t .  Ha e = { 0 } ,  a k k o r  v á l a s s z u n k  k i  egy  
t e t s z ő l e g e s  ( i , j )  i n d e x p á r t .  E k k o r  v i l á g o s ,  hogy  
R ' = { h ^ , h j }  o l y a n  f - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  a m e l y ­
r e  F r ,= F r . Ha e R^ { 0 } ,  a k k o r :
2 .  L é p é s ,  e - b ő i  m e g k o n s t r u á l j u k  a z  N={A€T:(VB,C£T)
(A=BHC -*■ A=B v a g y  A=C) } h a l m a z r e n d s z e r t ,
a h o l  T = { B £ P ( n ) :  3 E . . £f_ : E . . =B ; l á i í j á m } .l j  R í j  J
T e g y ü k  f e l ,  h o g y  N={A^, . . . , A ^ } . L e g y e n
I  = { ( i , j ) : E . . =A } ( s = l , . . . , k ) .  H a j t s u k  v é g r e  
S li s
a  P r o c e d u r e  I R R E - t . A zaz  m e g v a l ó s í t j u k  a  2 . 3  
T é t e l  b l o k k s é m á j á t .
3 .  L é p é s .
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Könnyen  l á t h a t ó ,  h o g y  a  3 .  L é p é s b e n  a z  a l g o r i t m u s  
4
0(m ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l  ( l á s d  P r o c e d u r e  IRRE- 
b e n ) .  A 2 . 1 1  M e g j e g y z é s  m i a t t  a z  1 .  é s  a  2 .  L é p é s b e n  
a z  a l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  
a z  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .  M á s r é z s t ,  a
2 . 5  T é t e l  é s  a  2 . 1 0  K ö v e t k e z m é n y  s z e r i n t  F D , = F D t e l -  
j e s ü l .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  P r o c e d u r e  IRRE R m i n d e n  r e ­
d u n d á n s  s o r a i t  t ö r l i .  T e h á t  n y i l v á n v a l ó  a z  a l á b b i
2 . 1 3  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R e g y  r e l á c i ó  a z  fí f e l e t t .  
E k k o r  a  2 . 3  A l g o r i t m u s  e g y  o l y a n  f - i r r e d u n d á n s  R'  
r e l á c i ó t  h a t á r o z  meg ,  a m e l y r e  R '£ R ,  R '  f - e k v i v a l e n s  
R - r e l ,  é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o ­
r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
A 2 . 2  A l g o r i t m u s h o z  h a s o n l ó a n  a  2 . 3  A l g o r i t m u s
i s  f ü g g  I  e l e m e i n e k  s o r r e n d j é t ő l  ( s = l , . . . , k ) .  s
2 . 2  P é l d a . I s m é t  a  2 . 1  p é l d á t  v á l a s s z u k .
E k k o r  b e l á t h a t ó ,  h o g y  T = { { 1 } , { 2 , 3 } , { 3 } , { 4 } , { 5 } , { 6 } , { 7 }  
é s  0 } .  T e h á t  N = { { 1 } , { 2 , 3 } , { 3 } , { 4 } , { 5 } , { 6 } , { 7 } ]  a  T+ 
m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .  L e g y e n  A ^ = { 1 } ,  
A2= { 2 , 3 } ,  A3 = { 3 } ,  A4 = { 4 } ,  A5= { 5 ) ,  A6 = { 6 } é s  A? = { 7 } .  
E k k o r  I 1 = { ( 1 , 4 )  , ( 7 , 8 )  } I 2 = { ( 1 , 2 )  , ( 5 , 6 ) } ,  I 3 = { ( 8 , 9 ) } .
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I 4 = { ( 1 , 3 )  , ( 6 , 7) } , I 5 { (2 , 4 ) } , I 6 = { ( 2 , 3 ) }  é s  I ?
Könnyen l á t h a t ó , hogy C = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 8 , 9 }  . T e h á t
1 o o 2 2 2 2
2 o o 3 3 o o
R ' = 3 3 3 2 1 0 1
1 1 2 4 3 3 1
6 5 1 6 6 6 6
7 6 1 1 7 7 7
2 . 1 4  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R = { , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  é s  F 
egy  f - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á
e R= { E ^ j :  l á i ^ j á m ,   ^ a  hu é s  h^ s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a }
T={ACP(fi) : 3E . . £ e : E . . =A} é s  N, a  T+ m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  1 J R 1J -L
g e n e r á t o r a .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  |N j |S | e R | . N y i l v á n  | e R | = ) .
Ha R r e p r e z e n t á l j a  a z  F f - c s a l á d o t ,  a k k o r  a  2 . 5  T é t e l  
a  2 . 8  K ö v e t k e z m é n y  s z e r i n t  | N £ | = | N |  t e l j e s ü l ,  a h o l  
N = { A C I ( F ) : A / í l , ( l / B , C a ( F ) )  (A=BdC ■+ A=B v a g y  A=C) } .
T e h á t  | N | á ( ^ ) .
H a s o n l ó  módon á l l i t j u k ,  h o g y  h a  R r e p r e z e n t á l j a  
a  H l e z r á r á s i  o p e r á c i ó t ,  a k k o r  IN 2 I = ) , a h o l
N2 = {A€Z (H) rA^fi , (VB,C6Z (H))(A=Bnc -> A=B v a g y  A=C) } .
2 . 1 5  M e g j e g y z é s . L e g y e n  F e g y  f - c s a l á d  é s  H l e z á r á s i  
o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á  S (F )= m in { m :  F=FR,|R|=m, 
R az  fi f e l e t t i  r e l á c i ó } ,  é s
S(H)=min{m: H=HR , | R | = m , R  a z  fi f e l e t t i  r e l á c i ó } .
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A [ 4 3 ] - b a n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  S ( F ) á | N | + l  é s  S ( H ) á | N 2 | + l .  
T e h á t  a  2 . 1 4  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  \fT | N | á S ( F ) < | N | + l ,  
^ 2 | n 2 | s s (h ) < | n 2 |+ 1 .
A 2 . 4  T é t e l  b i z o n y í t á s á h o z  h a s o n l ó a n  a d ó d i k  a  k ö v e t k e z ő :
2 . 6  T é t e l . L e g y e n  F e g y  f - c s a l á d ,  R e g y  r e l á c i ó  a z  n 
f e l e t t  é s
N = {A€T ( F ) : A^fí, (VB,C 6 1 ( F ) )  (A=BflC -► A=B v a g y  A=C) } .
E k k o r  h a  R o l y a n  f - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  a m e l y  r e p r e ­
z e n t á l j a  a z  F f - c s a l á d o t ,  a k k o r  V2 | n[ = |R| < 2 | N | .
Ez h a s o n l ó  a  l e z á r á s i  o p e r á c i ó r a  v o n a t k o z ó  t é t e l h e z .
2 . 1 6  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  a z  
n f e l e t t .
L e g y e n  e R= j : l < i $  j á m ,  E ^  a  h i  é s  h^ s o r o k  egyenlőséghalmaza}~~ 
é s  T = j A € P ( n ) : 3Ei j € e R : E i j =A}.
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  T a z  e R k ü l ö n b ö z ő  e l e m e i n e k  h a l ­
m a z a .  A h a l m a z  h a g y o m á n y o s  é r t e l m é b e n  e a z o n o s  T - v e l .
M i v e l  s z e m l é l e t e s e n  s z e r e t n é n k  m e g f o g a l m a z n i  n é h á n y  
t é t e l t ,  k ö v e t k e z m é n y t ,  m e g j e g y z é s t ,  é s  a l g o r i t m u s t ,  a z  
i l y e n  T - e t  e z e k b e n  a z  e s e t e k b e n  h a s z n á l j u k .  B e l á t h a t ó ,  
h o g y  a  2 . 3  A l g o r i t m u s b a n  a  T h a l m a z o k a t  meg k e l l  k o n s t r u ­
á l n u n k  .
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2 . 3  D u á l i s  f ü g g ő s é g e k  é s  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k
Ebben  a  r é s z b e n  a  d u á l i s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i t  
é s  a  d - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k a t  v i z s g á l j u k .
M i e l ő t t  eg y  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l é t  
a d n á n k  a n n a k ,  hogy  e g y  r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a  a  d - c s a -  
l á d o t ,  d e f i n i á l j u k  a  t e t s z ő l e g e s  r e l á c i ó h o z  t a r t o z ó  
e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a  z t .
2 , 5  D e f i n i c i ó . L e g y e n  R = { h ^ , . . . / h ^ }  e g y  r e l á c i ó  a z  fi 
f e l e t t  é s  m i n d e n  i , j - r e  ( l s i $ j á m )  l e g y e n  N.^^ = {a£fi (a )# 1  ^ ( a ) } 
Az ISL j  h a l m a z t  a h ^  é s  h^  s o r o k  e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z á n a k  
a z  {ISLj : l á i ^ j á m }  h a l m a z r e n d s z e r t  a z  R e g y e n l ő t l e n s é g ­
h a l m a z á n a k  n e v e z z ü k .
A t o v á b b i a k b a n  j e l ö l j e  p R R e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z á t .  
E l ő f o r d u l h a t ,  hogy  fie/* , é s  l é t e z h e z  n é h á n y  N. . ,  a m e l y e k  
a z o n o s a k  e g y m á s s a l .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  r e l á c i ó  d e f i n i c i ó j a  
s z e r i n t  0 ^ R . A t o v á b b i a k b a n  a z  e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z o k a t  
h a s z n á l j u k  a  r e l á c i ó  d u á l i s  f ü g g ő s é g e i n e k  c s a l á d j a i v a l  
k a p c s o l a t o s  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k r a .
2 . 7  T é t e l . L e g y e n  e g y  d - c s a l á d ,  é s  R e g y  r e l á c i ó  a z
f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á  az  R e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z a ,
é s  V={C6P(fi) :3N. . € ^ d :N , .=C}.
i j  / k i j
x
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E k k o r  a z  R r e l á c i ó  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  
a  D d - c s a l á d o t ,  h a  G (D) = (VU{íí} ) +ü {0} t e l j e s ü l ,  a h o l  
G(D) a  D c s a l á d  m a x i m á l i s  b a l o l d a l a i n a k  h a l m a z a  ( l á s d
1 . 9  D e f i n í c i ó t ) .
B i z o n y í t á s ♦ Az 1 . 3  T é t e l  s z e r i n t  a z  R r e l á c i ó  a k k o r  é s  
c s a k  a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  a  D d - c s a l á d o t ,  h a  G(D)=G(DT3) 
t e l j e s ü l .  T e h á t  b e b i z o n y í t a n d ó ,  h o g y  G (DR) = (Vo{f2}) +U {0} . 
V i l á g o s ,  h o g y  G(DR) e g y  d - f é l h á l ó  a z  fi f e l e t t  ( l á s d
1 . 1 0  D e f i n í c i ó b a n ) .  T e h á t  G(DR) t a r t a l m a z z a  a z  f i - t  
é s  a z  0 - t .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  0 ^ V ,  é s  fi 6( Vi/{ fi }) + .
M ost  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  N ^ ^  fi. E k k o r  m in d e n  a  a t t r i b ú t u m ­
r a  ( a € f i \ N . . )  h . ( a ) = h . ( a )  t e l j e s ü l .  M á s r é s z t ,  m i n d e n  b 
J 3 d
a t t r i b ú t u m r a  (b€N . .) h  . (b) f  h . (b) i g a z  . T e h á t  f a jú  N N . .
13 i  3 13 R 13
( a z a z  nem d u á l i s a n  f ü g g  j a j u N ^ j - t ő i )  . E z é r t  N ^ j€ G (D R)
t e l j e s ü l .
V a g y i s  (Vü{ fi } ) + U ( 0 K G  (DR) .
F o r d i t v a ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  A£G (DR) M 0 , f i } . E k k o r  h a  f e l ­
t é t e l e z z ü k ,  h o g y  m in d e n  h . , h . € R - r e  l é t e z i k  o l y a n  a  a t t r i -
1 J d
b u tu m  (aeA) , h o g y  h . ( a ) = h . ( a ) ,  a k k o r I L  A t e l j e s ü l .
1 J R
Ez e l l e n t m o n d  a z  A d e f i n í c i ó j á n a k .  T e h á t  l é t e z i k  o l y a n  
( i , j )  i n d e x p á r ,  a m e l y r e  Ac n ^ ^ . A z a z  v a n  o l y a n  C€V, hogy  
A£C. L e g y e n  Q={C£V:A£C}. N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  h a  v a n  o l y a n
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N ^ j ,  a m e l y r e  A =N ^^ , a k k o r  A€V. M o s t  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  
AC /77^C. E k k o r  m in d e n  N. . - r e  (3C€Q:N. ,=C) (ha  i l y e n  N. .r  C fcU Í J  Í J  1 ]
l é t e z i k )  v a n  o l y a n  a  a t t r i b ú t u m  (aeA) h . ( a ) = h . ( a ) .
d  1 3
E z é r t  C -*■ A t e l j e s ü l .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y
R
A€G (DD) M 0 , f i  } • T e h á t  <'"^C=A. V a g y i s  A€V+ t e l j e s ü l .  E z -  
R C£Q
z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A f e n t i  t é t e l b ő l ,  é s  a  2 . 9  M e g j e g y z é s b ő l  a d ó d i k  a
2 . 1 4  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R egy  r e l á c i ó ,  é s  D e g y  d - c s a -
lád az fi felett. Legyen t o v á b b á  az R e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z a
V={C€P(fi) : 7 N  . : N . . = C } ,  N. = (C €V : C^fi , (VA,B6V) (C=AhB -*■ A=C1 J I K 1 J L
v a g y  B=C)} ,  é s
N2 = {X£G(D): X ^ f i ,X ^ 0 , ( ^Y, Z £G (D) ) (X=Y<7Z -► X=Y v a g y  X = Z ) } .
Ebben a z  e s e t b e n  R a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  a  D 
c s a l á d o t ,  h a  N^=N2 t e l j e s ü l .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  N ^ (N 2 ) V+ a z  f i - t  (G(D) f i - t  é s  0 - t )  
nem t a r t a l m a z ó  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .
2 . 1 7  M e g j e g y z é s . V i z s g á l j u k  a z  R = { h ^ , . . . , h m) r e l á c i ó t , 
a m e l y r e  m?2 .  A t ö b b i  r e l á c i ó  e s e t é n  a  b i z o n y í t á s  t r i v i á l i s .
B e l á t h a t ó  a  2 . 7  T é t e l  b i z o n y í t á s á b ó l ,  h o g y  
G (Dr ) = (VU{ fi } ) +ü { 0 } .
Az 1 . 3  T é t e l b ő l ,  a  2 . 1 4  K ö v e t k e z m é n y b ő l  é s  a  2 . 9
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M e g j e g y z é s b ő l  a d ó d i k  a
2 . 1 5  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R ^ , R 2 ^ é t  r e l á c i ó  a z  fi
f e l e t t .  L e g y e n  t o v á b b á  ^ ( ^ R ) a z  R ^(R 2 ) e g y e n l ő t -
R^ 2
l e n s é g h a l m a z a ,
V1={AfP(fi) :3Nij€/^ R_^: N±j=A}, V 2 = {B €P ( fi) : ?N± j :N± . = B }
Nf ^ ' fV l :A ^ f2'  (VA1 ,A2 €V1 ) (A=Ai nA 2 ■* A=A1 Vagy A=A2 ) } ' é s  
N2 = {B€V2 :B ^f i ,  (V'B-L,B 2 6V2 ) (B=B1n B 2 •+■ B=B1 v a g y  B=B2 ) } .
E k k o r  R^ a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  d - e k v i v a l e n s  R2 ~ v e l  
h a  N^=N2 t e l j e s ü l .
2 . 1 8  M e g j e g y z é s . A 2 . 1  M e g j e g y z é s h e z  h a s o n l ó a n  c é l ­
s z e r ű s é g i  o k o k b ó l  h a s z n á l j u k  a  V ={C£P (f i ) :  N. .€/5D :N . . =C } 
h a l m a z t  n é h á n y  e r e d m é n y b e n .  V i l á g o s ,  hogy  a  h a l m a z  
h a g y o m á n y o s  é r t e l m é b e n  i? R a z o n o s  V - v e l .
2 . 1 9  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R ^ = { h ^ , . . . , h m },  é s  R2 = { f ^ , . . . , }
k é t  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  Az R ^ , R 2 r e l á c i ó k b ó l  k o n s t r u ­
á l h a t j u k  a ^ R é s ^ R h a l m a z r e n d s z e r e k e t .  V i l á g o s ,  h o g y
\ \
ml é s  } p p  | =
m2 (m2 ~ l )
A 2 . 1 1  M e g j e g y z é s h e z  h a s o n l ó  módon k o n s t r u á l h a t j u k  a 
V^ é s  V2 h a l m a z r e n d s z e r e k e t .  U t á n a  e l ő á l l í t h a t j u k  az
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o l y a n  N £ , N 2 h a l m a z r e n d s z e r e k e t ,  a m e l y e k r e  N ^ÍN ^)  a  
V*(V2 ) m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .  N y i l v á n v a l ó ,  
hogy  N^=N£'{£2} é s  N2 = N 'v { n }  ( l á s d  2 . 1 5  K ö v e t k e z m é n y t ) .  
E kkor  a  2 . 1 5  K ö v e tk e z m é n y  s z e r i n t  m e g h a t á r o z h a t j u k ,  
hogy  d - e k v i v a l e n s - e  R2 ~ v e l .
2 .1 6  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R ^ ,R 2 ^ é t  r e l á c i ó  a z  
f e l e t t .  E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s  ( i d ő b o n y o l u l t ­
s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a z  R ^ , R 2 s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i ­
nak  s z á m á t ó l ) ,  am e ly  e l d ö n t i ,  h o g y  R-[.,R2 d ~e k v i v a l e n s - e  
e g y m á s s a l .
T u d j u k ,  hogy a z  a d o t t  R r e l á c i ó h o z  á l t a l á b a n  t ö b b  
o l y a n  R ’ r e l á c i ó  v a n ,  m e l y r e  R '  d - e k v i v a l e n s  R - r e l .
M eg a d u n k  egy o l y a n  a l g o r i t m u s t ,  a m e ly  e g y  e l ő r e  
a d o t t  t e t s z ő l e g e s  R r e l á c i ó h o z  m e g t a l á l  e g y  o l y a n  R'  
r e l á c i ó t ,  a m e l y  R - r e l  d - e k v i v a l e n s ,  d - i r r e d u n d á n s .
A 2 . 2  A l g o r i t m u s h o z  h a s o n l ó a n  k o n s t r u á l j u k  a z  
a l á b b i t .
2 .4  A l g o r i t m u s .
INPUT: R = { h ^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .
OUTPUT: R '  r e l á c i ó ,  h o g y  R 'CR, DR ,=DR é s  R ' d -  
i r r e d u n d á n s .
1 .  L é p é s ,  a z  R - b ő l  e l ő á l l í t j u k  a  P R e g y e n l ő t l e n s é g -
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h a l m a z t .  Ha )/N. :N. . =u ( a z a z  nem l é t e z i k  o l y a n  N. .
Í J  / K  l j  1 3
a m e l y r e  , a k k o r  v á l a s s z u n k  k i  e g y  t e t s z ő l e g e s
( i , j )  i n d e x p á r t .  E k k o r  b e l á t h a t ó ,  h o g y  R ' = { h ^ , h j }  
o l y a n  d - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  a m e l y r e  D =D_, .
2 .  L é p é s .  ß  -bő i  hozzuk l é t r e  a  V={A€P ( n ) :5N . . eß^  :N . . =A}
K  l j  t K  l j
h a l m a z t ,  m a j d  a z  N={A€V: A^ Q. , (yB,C€V) (A=BrtC -> A=B 
v a g y  A = C )} h a l m a z t .
3 .  L é p é s .  T é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y  N={A ^ , . . . , A ^ }.
L e g y e n  I  = { ( i , j ) : N . . = A  } ( s  = l , . . . , k ) ,  é s  h a j t s u k  
S  1  j  s
v é g r e  a z  IRRE a l g o r i t m u s t  ( v a g y i s  a  2 . 3  T é t e l  b l o k k ­
s é m á j á t )  .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  R ' = { h ^ :  i f C }  a h o l  C a  2 . 3  T é t e l  b l o k k ­
s é m á j á b a n  l e v ő  C h a l m a z  d - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  é s  
R 'C R ,  DR ,=DR .
A 2 . 3  T é t e l b ő l  a z  IRRE a l g o r i t m u s b ó l ,  é s  a  2 . 1 5  
K ö v e t k e z m é n y b ő l  a d ó d i k  a
2 . 1 7  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R e g y  r e l á c i ó  a z  n f e l e t t .  
E k k o r  a  2 . 4  A l g o r i t m u s  m e g h a t á r o z  e g y  o l y a n  R '  r e l á c i ó t ,  
a m e l y r e  R ' f R ,  DR ,=DR é s  R '  d - i r r e d u n d á n s .  I d ő b o n y o l u l t ­
s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  
s z á m á t ó l .
Tegyük f e l ,  h ogy  l é t e z i k  o l y a n  N ^ .€ ^ R, h o g y  ISL . ^
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V i l á g o s ,  h o g y  a  2 . 2  A l g o r i t m u s h o z  h a s o n l ó a n  a
2 . 4  A l g o r i t m u s  i s  f ü g g  I g e l e m e i n e k  s o r r e n d j é t ő l .
2 . 3  P é l d a .  L e g y e n  ft={l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6} é s  R = { h ^ , . . . , h g }
e gy  r e l á c i ó  a z  n f e l e t t :
A t t r i b ú t u m o k :  1 2 3 4 5 6
0 1 0 2 1 0
0 2 1 3 1 2
rHII 1 0 1 2 3
1 1 2 2 2 3
1 4 4 1 2 3
1 4 4 1 1 2
N y i l v á n  N1 2 =N4 5=N4 6 = { 2 , 3 , 4 } , N13 = ( 1 , 4 , 5 , 6 } ,  N1 4 = { 1 , 3 , 5 , 6 }
N1 6 =N26= ^1 ' 2 ' 3 ' 4 ^ ' N34 = {3 ,4} , :N36 = { 2 , 3 , 5 , 6 } ,  N3 5 = { 2 , 3 }
é s  Nj.g = { 5 , 6  },. A t ö b b i e k  e g y e n l ő k  f t - v a l .
A 2 . 4  A l g o r i t m u s  s z e r i n t
V= { { 2 , 3 , 4 } , { 1 , 4 , 5 , 6 } , { 1 , 3 , 5 , 6 } , { 1 , 2 , 3 , 4 } ,  { 3 , 4 } ,  { 2 , 3 , 5 , 6 } ,
{ 2 , 3 } , { 5 , 6 } ,  n } } .  é s
N = { { 2 , 3 , 4 } , { 1 , 4 , 5 , 6 } , { 1 , 3 , 5 , 6 } , { 1 , 2 , 3 , 4 } , { 3 , 4 } , { 2 , 3 , 5 , 6 } }  
L e g y e n  I 1 = { ( 1 , 2 )  , ( 4 , 5 )  , ( 4 , 6 ) } ,  I 2 = { ( 1 , 3 ) } ,  I 3 = { ( 1 , 4 ) } ,
I 4 = { ( 1 , 6 )  , ( 2 , 6 )  } ,  1 5= ( ( 3 , 4 )  } , é s  l g  = { ( 3 , 6  } .
A 2 .4  A l g o r i t m u s  3 .  L é p é s e  m i a t t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  
R' = ( h 1 , h ^ , h 4 , h g }. A zaz
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0  1 
1 1
R '  =
1 1 
1 4
0  2 1 2
0 1 2  3
2 2 2 3
4 1 1 2
[ 2 6 ] - b a n  é s  [ 3 5 ] - b e n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  
t e t s z ő l e g e s  a d o t t  D d - c s a l á d h o z  l é t e z i k  o l y a n  R 
r e l á c i ó ,  h o g y  D =D, a z o n b a n  nem m u t a t t a k  p é l d á t  
i l y e n  r e l á c i ó r a .  I t t  a  2 . 7  T é t e l  a l a p j á n  b e v e z e ­
t ü n k  e g y  e g y s z e r ű  s z e m l é l e t e s  k o n k r é t  r e l á c i ó t ,  a m e l y  
r e p r e z e n t á l j a  a  D d - c s a l á d ö t .
2 . 1 8  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  D e g y  d - c s a l á d  a z  ^ f e l e t t .
L e g y e n  t o v á b b á  G(D) a  D m a x i m á l i s  b a l o l d a l a i n a k  h a l ­
m a z a ,  é s  N= {A€G (D) : A ^ 0 ,  , (VB,CCG(D) ) (A=BflC A=B
v a g y  A = C )} .  E k k o r  h a  )Nl= ö , a k k o r  l e g y e n  R = { h ^ , h 2 } ,  a h o l  
Va€£2 sh^  (a) = 0 ,  é s  h 2 ( a ) = l .  F o r d i t v a ,  ( a z a z  iNl^o) t é t e l e z ­
zü k  f e l ,  h o g y  N= {A^, . . . ,Ak > , l e g y e n  R={h1 , h 2 , . . . / h 2k - l / h 2 k > 
a h o l  m i n d e g y i k  i - r e  ( i = l , . .  . , k )
Va€fi: h 2 i - 1 ( a ) = 2 i - l ,
h 2 i (a )  =
r 2 i - l  h a  a e f t ' A ^
2 i h a  a€A i .
A l i i t j u k ,  h o g y  R r e p r e z e n t á l j a  a  D c s a l á d o t  ( a z a z  DR=D) .
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B i z o n y í t á s . V i l á g o s ,  h o g y  R k o n s t r u k c i ó j a  s z e r i n t  R / 0 . 
B e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  | N | =0 t e l j e s ü l  ( a z a z  G ( D ) = { n , 0 } ) ,  
a k k o r  a  2 . 7  T é t e l  m i a t t  DR=D.
Ha |N|^o , a k k o r  l á t h a t j u k ,  h o g y  n "u{ í í } e g y e n l ő  a 
( N ^ j : l á i £ j á 2 k ,  j  a  h ^ h ^  s o r o k  e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z a }  
h a l m a z z a l .  A 2 . 7  T é t e l  s z e r i n t  DR=D t e l j e s ü l .  E z z e l  a 
k ö v e t k e z m é n y t  b e b i z o n y í t o t t u k .
M ost  n é h á n y  a  d - c s a l á d o k k a l  k a p c s o l a t o s  e x t r e m á -  
l i s  p r o b l é m á t  v i z s g á l u n k ,  a m e l y e k  a  m i n i m á l i s ,  i r r e -  
d u n d á n s  r e l á c i ó k r a  v o n a t k o z n a k .
2 . 6  D e f i n í c i ó . Leg ye n  D egy  d - c s a l á d  a z  íi f e l e t t .
Legyen T ( D) = min{m:DR=D, | =m, R a z  fi f e l e t t i  r e l á c i ó }
Azaz T(D) a D c s a l á d o t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó  
s ora  inak  s zárna.
2 . 8  T é t e l . L e g y e n  D e g y  d - c s a l á d  a z  fi f e l e t t ,  é s  R 
egy  D - t  r e p r e z e n t á l ó ,  d - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó .  L e g y e n  
N = {A£G(D) : A / 0 ,  A^í i , (VB,C6G(D)) (A=B/1C -> A=B v a g y  A=C) } .
Azaz  N a  G ( D ) í i - t ,  0 - t  nem t a r t a l m a z ó  m i n i m á l i s  s z á m o s -  
s ág u  g e n e r á t o r a .  E k k o r  h a  | N | = 0 ( a z a z  G ( D ) = { 0 , ü } ) ,  a k ­
k o r  T (D) = | R | =2 . Ha | N| > 1 , a k k o r  V T \W \ <T (D) < | R | <2 | N | 
t e l j e s ü l .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  h a  | N | á l ,  a k k o r  a  D - t  
r e p r e z e n t á l ó ,  d - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó  m i n i m á l i s  i s .
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B i z o n y í t á s . L e g y e n  R (R = { h ^ , . . . , h m> t e t s z ő l e g e s  r e ­
l á c i ó ,  a m e l y  r e p r e z e n t á l j a  a  D c s a l á d o t ,  a z  R e g y e n ­
l ő t l e n s é g h a l m a z a ,  V=(CÉP(ft) : 5N . . € 5 :N . . =C } , é s1 J I K 1 J
N1 ={C€V: C^ft ,  (VB,A€V) (C=ArtB C=A v a g y  C = B )} .
N y i l v á n  | p R|= (™), |N1 | s | V | s ( “ j .
A 2 . 4  T é t e l h e z  h a s o n l ó a n  a  2 . 4  A l g o r i t m u s  s z e r i n t  
b i z o n y í t h a t ó ,  h o g y  h a  R a  D - t  r e p r e z e n t á l ó ,  d - i r r e -  
d u n d á n s  r e l á c i ó ,  a k k o r  | R | á 2 |N-^ | , a h o l  | N ^ | ä  1 .
Az N ^ - r e  ( | N ^ | = 0 )  k ö n n y e n  b e l á t h a t ó ,  h o g y  | R | = 2 .  M i­
v e l  a  2 . 1 4  K ö v e tk e z m é n y  s z e r i n t  | N ^ | = | N | ,  a z t  k a p j u k ,  
h o g y  ^ 2 | n ] < T ( D ) á |  R| S2 |N | .
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  h a  G ( D ) = { 0 , f t } ,  a k k o r  T ( D ) = 2 ,  é s  e b ­
b e n  a z  e s e t b e n  a  D - t  r e p r e z e n t á l ó ,  d - i r r e d u n d á n s  r e l á ­
c i ó  m i n i m á l i s  i s .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 . 1 9  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  T ( n ) = m a x { T ( D ) : D  a z  ft f e l e t t i
d - c s a l á d ,  | f t | =n} . 
E k k o r i  ( t nn/2 ]  )<T (n) * 2 ( 1  +° ( V"n * )([ n /  2] )  * ( 1 )
B i z o n y í t á s . L e g y e n  K o l y a n  S p e r n e r - r e n d s z e r , a m e l y r e  | k |= ( n[ n / 2 ] ) ,
a h o l  I ft I = n . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  K c/{0,ft} d - f é l h á l ó .  Az 1 . 3  
T é t e l  s z e r i n t  v a n  D o l y a n  d - c s a l á d ,  a m e l y r e  G(D)=K+U { 0 , f t } .
A 2 . 8  T é t e l b ő l ,  é s  K l e i t m a n  e r e d m é n y é b ő l  [ 5 3 ] d )  k ö v e t k e z i k . ®  
T u d j u k  ( [ 3 5 ] ) ,  h o g y  ha  R e g y  ft f e l e t t i  r e l á c i ó ,  =Prn j,(0,A) ÉFr : A # j ,
■is D(Fr ) = I(A#B) : (B;A)éFp J, akkor F^ (D(Fp )) egy f - ( d - )  c s a l á d  ( ld .  1 .2  Megjegy­
zés t)  .
1 . 2 0  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R = f h 1 , . . . , h m J e g y _ a  f e l e t t i
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r e l á c i ó .  Ha F R*FR ( a z a z  { ( 0 , A ) € F R :A ^ 0 } ^ 0 )  a k k o r  
l e g y e n  R '=R U {hm+^ } ,  a h o l  m i n d e n  a - r a  ( a € ü ) , é s  
i - r e  ( l á i á m ) : h m + 1 ( a ) / h i ( a ) .
L á t h a t ó ,  h o g y  F R , = F R é s  DR=DR , .
Á l t a l á b a n  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  DR^ D (F R) .  A zaz  e g y  
r e l á c i ó b a n  t ö b b  d - c s a l á d  v a n .
M o s t  e g y  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l é t  a d ­
ju k  a n n a k ,  h o g y  DR=D(FR) l e g y e n .
2 .9  T é t e l . L e g y e n  R e g y  r e l á c i ó  a z  í2 f e l e t t .
Leg y en  T = { A 6 P ( Q) : 3E.  . 6 eD: E . . =A, a z  R e g y e n l ő s é g h a l m a z a }1 j K. 1 J .K
t o v á b b á
V = {Z 6P ( n) : 3N . .6 £ :N . . = Z , f> a z  R e g y e n l ő t l e n s é g h a l m a z a } .  
Legyen
N1 = {A£T: A ^0 ,  (^B ,C€T) (A= BnC A=B v a g y  A=C) } é s
N2 = { Z f \ / : Z ^ f i ,  (VX,YéV) (Z=XflY -*■ Z=X v a g y  Z=Y) } .
Azaz N-^(N2 ) a z  0 - t  ( f t - t )  nem t a r t a l m a z ó  T(V) m i n i m á l i s  
s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .
E kkor  Dr =D(F r ) a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  t e l j e s ü l ,  h a  
N f N 2 .
B i z o n y í t á s . B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  D (F R) d e f i n í c i ó j a  
s z e r i n t  I ( F R)= G (D ( F R) ) é s  0 61 (F R) . Az 1 . 3  T é t e l  
s z e r i n t  DR=D(FR) a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  h a  G(DR) = G (D ( F R) )
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t e l j e s ü l .  Az N ^ , N 2 k o n s t r u k c i ó i  é s  a  r e l á c i ó  d e f i -  
n i c ó j a  s z e r i n t  0,fifÉN^ é s  0 , f i^ N 2 - A 2 . 7  T é t e l  m i a t t  
G(Dr )=N2 U { 0 , n } . A 2 . 8  T é t e l  é s  I ( F r )U { 0 } = i ( f £)  a l a p ­
j á n  a z t  k a p j u k ,  h o g y  N *U{0, n } = I ( F R) . T e h á t  N*=N2 
a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  h a  G (D (Fn ) ) = G ( D _ ) . A 2 . 9  Meg- 
j e g y z é s  s z e r i n t  G (D (F_ ) ) =G (D_.) a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  
i g a z ,  h a  N^=N2 t e l j e s ü l .  E z z e l  a T é t e l t  b e b i z o n y í ­
t o t t u k  .
K önnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  a  2 . 1 1  é s  a  2 . 1 9  Meg­
j e g y z é s e k  a l a p j á n  e l ő á l l í t j u k  a z  N ^ , N 2 h a l m a z r e n d ­
s z e r e k e t .  U t á n a  a  2 . 9  T é t e l  s z e r i n t  m e g h a t á r o z z u k ,  
h o g y  N1 =N2 i g a z - e .  í g y  n y i l v á n v a l ó  a z  a l á b b i :
2 . 2 0  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R egy  fi f e l e t t i  r e l á c i ó .  
E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s  ( i d ő b o n y o l u l t s á g a  
p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á ­
m á t ó l )  , a m e l y  e l d ö n t i ,  h o g y  D =D(Fn ) i g a z - e .R R
2 . 4  E r ő s  f ü g g ő s é g e k  é s  i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k
Eb b en  a  r é s z b e n  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i ­
v a l  é s  a  m i n i m á l i s  , s - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó k k a l  f o g ­
l a l k o z u n k ,  a z  e r ő s  o p e r á c i ó t  é s  a z  s - f é l h á l ó t
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d e f i n i á l j u k .  Az e r ő s  o p e r á c i ó k  é s  s - f é l h á l ó k  a l a p ­
j á n  v i z s g á l j u k  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k  c s a l á d j a i v a l  k a p ­
c s o l a t o s  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k a t .
2 . 7  D e f i n í c i ó . L e g y e n  n nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  P (n )  
a z  n h a t v á n y  h a l m a z a .  Az E: P ( n )  P (n )  f ü g g v é n y t  
e r ő s  o p e r á c i ó n a k  n e v e z z ü k ,  h a  a , b e n ,  é s  A € P ( n ) - r a
( i )  E ( 0 ) = n , a € E ( { a } )  ,
( i i )  b€E ( {a}  ) -  E ( {b} ) QE ( {a} ) ,
( i i i ) E (A )=  k"'! E ( ( a )  ) .
a  €A
2 . 1 0  T é t e l . Leg y en  S e g y  s - c s a l á d  a z  n f e l e t t .  E k k o r  
E ^ ( A ) = { a e n :  ( A , { a } ) 6 S >  e g y  e r ő s  o p e r á c i ó .  F o r d i t v a ,  
ha  E e r ő s  o p e r á c i ó ,  a k k o r  p o n t o s a n  egy  o l y a n  s - c s a l á d  
l é t e z i k ,  m e l y r e  E = E g ,  a h o l  S = { ( A , B ) : A , B € P ( n ) : B ? E ( A ) }.
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  S e g y  s - c s a l á d  
a z  n f e l e t t .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  Eg (0 )= n  é s  V a e n : a € E g ( ( a } ) .  
A 2 . 1  T é t e l  s z e r i n t  S k i e l é g í t i  a  C - a x i ó m á t .  A z a z ,  ha  
(C ,D )€ S  é s  C d X .^0 ,  a k k o r  DCX^ ( l á s d  2 . 3  D e f i n í c i ó t ) .  
B e l á t h a t ó ,  hogy  a  2 . 1  T é t e l b e n  m i n d e g y i k  a  a t t r i b ú t u m ­
h o z  E ( { a } ) € { X . :  i = l , . . . , n ;  | n | = n }  ( l á s d  2 . 1  T é t e l  b i -  
z o n y i t á s á t ) . T e h á t  h a  ( ( b ) ,  E g ( { b } ) ) £ S  é s  b € E g ({a})
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( a z a z  b f lE g ( ( a } ) ^ 0 ) ,  a k k o r  Eg ( { b } ) C E g ( { a } ) .
A C - a x ió m a  (3) p o n t j a  s z e r i n t  a z t  k a p j u k ,  h o g y
(A ,E S ( A ) K S ,  VaCA: AOEs ( { a } ) ^ 0  Eg (A) c E g ( {a} ) .
A z az  Ec (A)C / ^ E c ( { a } ) .  M á s r é s z t ,  a z  S - a x i ó m a r e n d s z e r  
a€A
( S5) p o n t j a  s z e r i n t  a z t  k a p j u k ,  h o g y
Va€A: ( { a }  ,E ( { a } )  ) € S  (A= U a ,  n E J { a } ) ) ( S .
aeA aeA b
V a g y i s  / O  E ( { a } )  C E  (A) t e l j e s ü l .  T e h á t  E (A) = / ^ \ f f { a } ) 
aéA b S S aeA^
t e l j e s ü l .  M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  A€P(fi) e s e t é n  e l ő f o r d u l ­
h a t ,  h o g y  E ( A ) = 0 .
3
F o r d i t v a ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  E e g y  e r ő s  o p e r á c i ó  
a z  fi f e l e t t ,  é s  S = { (A,B) :B£E (A) } . E k k o r  b e b i z o n y í t a n d ó ,  
h o g y  S e g y  s - c s a l á d .  A 2 . 1  T é t e l  s z e r i n t  b e b i z o n y í t j u k ,  
h o g y  S k i e l é g í t i  a  C - a x i ó m á t .  L e g y e n  E={E ( { a } ) : a f í ) ,
| f i | = n }. E l ő f o r d u l h a t ,  h o g y  a ^ b  (a , b e u )  , d e  E ( { a } ) = E ( { b } ) .
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  L7£({a} )= f i .  Az S d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t
a€fi
\  E ( { a } ) C E ( A )  m i a t t  a z t  k a p j u k ,  hogy  
E ( { a } )ŐA^0
E ( { a } )  -*■ ( A , B ) € S .  M á s r é s z t ,  h a  (C ,D )€ SB C
E ( ( a }) AA^0
é s  C d E ( { a } ) ^ 0 ,  a k k o r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  beCfiE({a}) .  Az 
e r ő s  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j á n a k  ( i i )  p o n t j a  s z e r i n t
b  £ E ( { a } ) -*■ E ( { b } ) c  E ( { a } )  . M i v e l  D£E( C) =  Ó ^ E ( { d } ) ,
dec
b € C ,  é s  / ' '^NE ( {d} ) C E  ({b }) , i g y  D ? E ( { a } ) .  V i l á g o s ,  
d€C
h o g y  m i n d e n  A h a l m a z r a  (ASfi) (0 ,A)  é s  ( A , 0 ) € S .
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T e h á t  S k i e l é g í t i  a  C - a x i ó m á t .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  
E=EC. T e g y ü k  f e l ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  más S '  d -  
c s a l á d ,  h o g y  E=Eg ' .  Az S é s  E d e f i n í c i ó i  s z e r i n t  
a z t  k a p j u k ,  hogy  S ' C S .  Ha ( A , B ) é S ,  a k k o r  BCE(A)=Eg , ( A ) . 
Az Ec , é s  s - c s a l á d  d e f i n í c i ó i  s z e r i n t  ( A , B ) 6 S ' .  A zaz  
S '= S  t e l j e s ü l .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 , 2 1  M e g j e g y z é s .  V i l á g o s ,  h o g y  h a  E ^ , E 2 k é t  e r ő s  
o p e r á c i ó  a z  0 f e l e t t  ( E ^ E 2 ) ,  a k k o r  S ^ S 2 , a h o l  
i = l , 2 - r e .
S i ={ (A ,B)  :A ,B cn :B C E i  (A)}, v a g y i s  a z  s - c s a l á d o k  é s  a z  
e r ő s  operác iók  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  egy-egyér te lmü.
. T u d j u k  ( [ 2 6 ] , [ 3 5 ] ) ,  h o g y  a d o t t  S s - c s a -  
l á d h o z  l é t e z i k  o l y a n  r e l á c i ó ,  a m e l y  r e p r e z e n t á l j a  
a z  S - c s a l á d o t .  Á l t a l á b a n  t ö b b  i l y e n  r e l á c i ó  v a n .
A 2 . 1 0  T é t e l ,  é s  a  2 . 2 1  M e g j e g y z é s  a l a p j á n  m o s t  meg­
a d u n k  e g y  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l t  a r r a ,  h o g y  
egy  r e l á c i ó  r e p r e z e n t á l j a  a z  s - c s a l á d o t .  I t t  i s m é t  
r á m u t a t u n k  a r r a ,  h o g y  a  r e l á c i ó  e g y e n l ő s é g h a l m a z a  
f o n t o s  s z e r e p e t  j á t s z i k  a z  e r ő s  f ü g g ő s é g e k r e  v o n a t ­
k o z ó  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k b a n .
2 . 1 1  T é t e l . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> egy  r e l á c i ó ,  S eg y  
s - c s a l á d  az  fi f e l e t t .  E b b e n  a z  e s e t b e n  R a k k o r  é s
j»
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c s a k  a k k o r  r e p r e z e n t á l j a  a z  S - t  ( a z a z  S = S ) , h aK
m i n d e g y i k  a  a t t r i b ú t u m r a  ( a € f i ) :
E . . , h a  l é t e z i k  E , a m e l y r e
a € E . . 3 i j
E_({a}) = •{ 13 a€E. . t
0 1  1 j
Í2 k ü l ö n b e n
I t t  E^j a h^ é s  h j  s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a  ( l á i ^ j s m )
E . . h a  3 E .  . : a £ E .  , 
iD 3-D i ]
B i z o n y í t á s . A 2 . 1 0  T é t e l ,  é s  a  2 . 2 1  M e g j e g y z é s
s z e r i n t  S =S a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  h a  E_ =E_.  E l ő s z ö r  R SR S
b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  E ({ a } )  = S
bR a € E . .
iD
é s  k ü l ö n b e n  E„ ( { a } ) = n .  
b R
V i l á g o s ,  h o g y  E ( { a } ) = { b e n : ( a } ® { b } } ,  é s  a€E ( { a } ) .
bR R bR
Az e r ő s  f ü g g ő s é g  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  b á r m e l y  a eü e s e t é n  
s  f
{a} ■+ B a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  ha  {a} •> B, a h o l  a ^ 0 .
R v R
L e g y e n  T = { E ^ j : a € E ^ j , E ^ j  a  h ^  é s  h^ s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a }
Ha T=0 ,  a k k o r  n y i l v á n  {a}  £  0 ,  a z a z  E ( { a } ) = n .
R b R
Ha T ^ 0 ,  a k k o r  l e g y e n  A= s  N E . . .  E k k o r  h a  T=eD t e l j e s ü l ,
a  € E . . 13  R
13 fa h o l  e a z  R e c r v e n l ő s é g h a l m a z a , a k k o r  n y i l v á n  {a} £  A.K R
Ha l é t e z i k  o l y a n  E^^ h a l m a z ,  a m e l y r e  E ^ ^ T ,  a k k o r
i l '
h . ( a ) ^ h . ( a ) .  T e h á t  e k k o r  i s  a z t  k a p j u k ,  h o g y  {a} -*■ A.
1 3 R
J e l ö l j ü k  A ' - v a l  a z  o l y a n  h a l m a z t ,  a m e l y  k i e l é g í t i  a z
a l á b b i  f e l t é t e l e k e t
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( i )  {a} í  A ' ,
R f
( i i )  A '  CA" -* {a} — A"
R
B e l á t h a t ó ,  h o g y  A '= A .  Az E d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t
b R
a z t  k a p j u k ,  h o g y  Ec ( { a } ) =  /  N  E . . .  A z az  h a  S =S
b R a € E ±j K
t e l j e s ü l ,  a k k o r
E. . f e l t é v e ,  h o g y  ? E ,  . : a € E .  . 
1 3  * 1 ]  1 3 ,
Es ({ a} )  = a e E  . .11
fi k ü l ö n b e n
0 0
F o r d i t v a  t e g y ü k  f e l ,  E g k i e l é g í t i  ( l ) - t .  E k k o r  a
f e n t i  b i z o n y í t á s  s z e r i n t  m in d e n  a - r a  (aef i)  E ( { a } ) =E ( { a } )
b b R
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a z  E e r ő s  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j a  s z e ­
r i n t  a z  { E ( { a } ) :  a£f i } h a l m a z r e n d s z e r  m e g h a t á r o z z a  a z  
{E (A) :A€P (fi) } h a l m a z r e n d s z e r t .  A 2 . 1 0  T é t e l  a l a p j á n
é s  m i v e l  Ec é s  Ec e r ő s  o p e r á c i ó k ,  a z t  k a p j u k ,  hogy 
b bR
VA £ ű : E_ (A) =Ec ( A) .  V a g y i s  S =S t e l j e s ü l .  E z z e l  a t é -  s  SR R
t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
2 . 8  D e f i n í c i ó . L e g y e n  E egy  e r ő s  o p e r á c i ó  é s  R egy 
r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  R r e p r e z e n ­
t á l j a  a z  E e r ő s  o p e r á c i ó t ,  h a  E=EC t e l j e s ü l .
b R
A 2 . 1 1  T é t e l b ő l  n y i l v á n v a l ó k  a z  a l á b b i a k :
2 . 2 1  K ö v e t k e z m é n y ♦ L e g y e n  E eg y  e r ő s  o p e r á c i ó ,  R egy
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r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  Ekk o r  R a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  r e p ­
r e z e n t á l j a  a z  E - t ,  h a  m in d e n  a - r a  ( a f í í )
/ ^ E . .  h a  H E . - j a e E . . ,
E ( { a } ) =
a  €E . .
13
fi k ü l ö n b e n
2 . 2 2  K ö v e t k e z m é n y .  L e g y e n  R .= { h ,  , . . . , h  } ,  R„ = { f ,  , . . . , f  }-1- -L m-j^  “ -L
k é t  r e l á c i ó  fi f e l e t t .  Az R^ a k k o r  é s  c s a k  a k k o r
s - e k v i v a l e n s  R2 ~ v e l  h a  m in d e n  a  a t t r i b ú t u m r a ,
^ E . . £ e : a € E .  . e s e t é n  3E .Ée_  : a€ E  . é s  j  i  j  s í  ^ 2  s  xi
E. .=
a € E . . 
13 a £ E s t
E. . € e
1 3  r l Es t €e
Js t
CD
I t t  eR ( e R ) a z  R-^(R2 ) e g y e n l ő s é g h a l m a z a ,  é s  
( l á i ^  j á n ^  , l í s ^ t S m 2 ) .
M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  (2) h e l y e t t  h a s z n á l h a t ó  a z  a l á b b i
á l l i t á s :  h a  J E  , £ e
S t  I \  <-
a£E , , a k k o r  3  E . .€e_. : a £ E .  . s t '  1 3  R^ í j
é s
a ^ E ^ .  Ei j  á ^ e É T ^ ^ s t 'í j  J s t
E.  . 6 c 
1 :  Rn E s t 6 eR,'1 “ 2
V i l á g o s ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  a d o t t  r e l á c i ó b ó l  e l ő á l l í t ­
h a t j u k  a z  e g y e n l ő s é g h a l m a z o k a t ,  
í g y  a z  a l á b b i  k ö v e t k e z m é n y e k  n y i l v á n v a l ó a k :
2 . 2 3  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R egy  r e l á c i ó ,  é s  E e g y
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e r ő s  o p e r á c i ó  a z  JJ f e l e t t .  E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o ­
r i t m u s  ( i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a ­
i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l ) , a m e l y  e l d ö n t i ,  h o g y  R 
r e p r e z e n t á l j a - e  a z  E e r ő s  o p e r á c i ó t .
2 .2 4  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R^ ,R^  k é t  r e l á c i ó  a z  £2 
f e l e t t .  E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s  ( i d ő b o n y o l u l t ­
s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R ^ ,R 2 s o r a i n a ^ é s  o s z l o p a i n a k  
s z á m á t ó l ) ,  am e ly  m e g h a t á r o z z a ,  h o g y  R^ s - e k v i v a l e n s - e  
R2 ~ v e l .
Az a d o t t  R r e l á c i ó h o z  á l t a l á b a n  t ö b b  R - e l  e k ­
v i v a l e n s  r e l á c i ó  v a n .  A f e n t i  e r e d m é n y e k  a l a p j á n  k o n s t ­
r u á l h a t u n k  egy  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  m e g h a t á r o z z a  a z  o l y a n  
s - i r r e d u n d á n s  R/ r e l á c i ó t ,  a m e l y r e  R 'CR, é s  SR ,= S R.
2 . 5  A l g o r i t m u s .
INPUT: R = {h^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  a z  n f e l e t t .
OUTPUT: R'  o l y a n  s - i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó ,  a m e l y
R'SR, s R,= s R.
1.  L é p é s .  Az R - b ő l  e l ő á l l í t j u k  a z  eR= j E ^ j : l á i $ j S m }  
h a l m a z t .
Ha nem l é t e z i k  o l y a n  E ^ j , a m e l y r e  a k k o r  k i v á ­
l a s z t u n k  t e t s z ő l e g e s  h ^ , h ^  s o r p á r t .  E k k o r  n y i l v á n  
R'  = { h . , h . }  s - i r r e d u n d á n s  é s  S_,,=Sn .Í J  K K
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F o r d i t v a  t é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y  a n , . . . , a  o l y a n
1 k
attribútumok (lántán, t=l
olyan E . ., hogy a £ E . . .1 í j ' n t  í j
2. Lépés. Legyen It={(i,j)
. . ,k )  a m e l y e k r e  l é t e z i k
a € E  . . } é s  A =
n t  19 1  a  € E .  I ^  
n t  1 3
( l á i ^ j á m ,  t = l , . . . , k ) .  N y i l v á n  k á n .  J e l ö l j e  í t
a z  e l e m e i n e k  s z á m á t .  J e l ö l j ü k  I ^ ( P ) - v e l  é s
2
I t ( P ) - v e l  a z  I t ~ b e l i  p - i d k  p á r  e l s ő  é s  m á s o d i k  
i n d e x e i t ,  a h o l  t = l , . . . , k  é s  l á p á / ^ .
Az e g y s z e r ű s é g  k e d v é é r t  nem Í r j u k  l e  a z  e g é s z  
b l o k k - s é m á t ,  h an em  c s a k  h e l y e t t e s i t j ü k  a  2 . 3  T é t e l  
b l o k k - s é m á j á b a n  l e v ő  ( 1 ) - b l o k k o t  a  k ö v e t k e z ő v e l :
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Ebben  a z  u j  b l o k k b a n  m e g h a t á r o z z u k ,  h o g y  l é t e z i k - e  
o l y a n  I g  ( t < q s k )  , a m e l y r e  v a g y ( V ( i , j ) £ l g : l  = I ^ ( P )  
v a g y  j  = I ^ ( P ) ) v a g y  h a  t ö r ö l j ü k  a z  ö s s z e s  ( i , j )  i n d e x ­
p á r t  ( ( i , j ) 6 l  , i = I ® ( p )  v a g y  j = I ® ( p ) ) ,  a k k o r  a z
g
ö s s z e s  t ö b b i  ( i , j )  i n d e x p á r r a  ( a z a z  ( i , j ) £ l  , i ^ I  (p)SÍ
é s  j ^ l f ( p ) )  H E . . D A  t e l j e s ü l ,  t  11  * q
M i v e l  a  P r o c e d u r e  IR R E -h ez  h a s o n l ó a n  l e í r h a t j u k  
a 2 .  L é p é s t  a b l o k k - s é m a  a l a p j á n ,  m e l l ő z z ü k  e n n e k  l e ­
í r á s á t .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  2 .  L é p é s b e n  a  2 . 5  A l g o r i t ­
mus i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a z  R s o r a i ­
n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l  ( m e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  a 
P r o c e d u r e  IRRE-ben  a  2 . 2  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  
c s a k  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a z  R s o r a i n a k  s z á m á t ó l ) .
A 2 . 1 1  T é t e l b ő l  é s  a  2 . 2 2  K ö v e t k e z m é n y b ő l  a d ó d i k  
a z  a l á b b i :
2 . 2 5  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R e g y  fi f e l e t t i  r e l á c i ó .  
E k k o r  a  2 . 5  A l g o r i t m u s  m e g h a t á r o z  eg y  o l y a n  R '  s -  
i r r e d u n d á n s  r e l á c i ó t ,  a m e l y r e  R'<SR é s  R '  s - e k v i v a l e n s  
R - e l .  E n n e k  az  a l g o r i t m u s n a k  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  i s  
p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s zám á­
t ó l  .
2 . 4  P é l d a . L eg y e n  fi= { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 } é s  a z  fi f e l e t t i
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R= {h^ , . . . , Y í ~j } reláció a következőképpen definiálva:
A t t r i b ú t u m o k 1 2 3 4 5 6
1 o o 2 2 2
2 o o 3 3 o
3 3 3 2 1 o
R= 1 1 2 4 3 3
4 2 4 1 o 1
5 2 4 5 4 4
6 4 5 5 5 5
E k k o r  e 1 2 =E5 6 = { 2 , 3 } , E13 =E67 = {4} , E'14 ={1 }, E 2 3 = { 6 }
é s  E2 4 = { 5 } .
L e g y e n  I 1 ={ ( 1 , 4 )  } ,  I 2 = { ( 1 , 2 ) , ( 5 , 6 ) } 9 I 3 = { ( 1 , 2 )  , ( 5 , 6 )  }
I 4 = { ( 1 , 3 )  , ( 6 , 7 ) } ,  I 5 = { ( 2 , 4) } , é s * 6 = { ( 2 , 3 )  } .
T e h á t  A1 = { 1 } ,  A2 = { 2 , 3 } , > u>
II { 2 , 3 } , A4 = { 4 } ,  A5 ={5} é s
Ag = { 6  } .
A 2 . 5  A l g o r i t m u s  s z e r i n t k a p j u k a z R' = f h 1 , h 2 , h 3 , h 4 j
r e l á c i ó t .  A zaz
1 o o 2 2 2
<NIItó o o 3 3 o
3 3 3 2 1 o
1 1 3 4 3 3
2 . 2 2 M e g j e g y z é s . B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  2 . 5  A l g o r i t m u s  2 .  
l é p é s é b e n  e l ő f o r d u l h a t ,  h o g y  v a n  o l y a n  A ^ , A j ,  a m e l y e k  
r e  i j  ( l á i á k ,  l á j á k )  , d e  Ai =A^ . E k k o r  a  2 .  l é p é s b e n
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c s a k  e g y  i l y e n  A ^ - t  v á l a s z t u n k  k i .  A zaz  1 .^ s zám a  
c s ö k k e n h e t .  A 2 . 2  A l g o r i t m u s h o z  h a s o n l ó a n  a  2 . 5  
A l g o r i t m u s  i s  f ü g g  e l e m e i n e k  s o r r e n d j é t ő l  ( t = l , . . . , k ) .  
T u d j u k ,  h o g y  h a  E eg y  e r ő s  o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t ,  a k ­
k o r  m i n d e n  A , B - r e  (A ,B € P ( f i ) )  E (AUB) =E (A)flE (B) . Azaz  
{E(A) :A €P(f i )  } h a l m a z r e n d s z e r  a  m e t s z é s r e  n é z v e  z á r t .  
Könnyen l á t h a t ó ,  h o g y  { E ( { a } ) : a e f i }  h a l m a z r e n d s z e r  g e ­
n e r á l j a  a z  { E ( A ) :  ACfi} h a l m a z r e n d s z e r t .  E l ő f o r d u l h a t ,  
hogy a # b ( a , b € f i ) ,  d e  E ( { a } ) = E ({b }) .
A [ 2 6 ] - b a n  é s  [ 3 5 ] - b e n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  a d o t t  
S s - c s a l á d h o z  v a n  o l y a n  R r e l á c i ó ,  a m e l y r e  SR=S,  a z o n ­
ban  nem m u t a t t a k  p é l d á t  i l y e n  r e l á c i ó r a .  I t t  k o n k r é t a n  
m e g m u ta tu n k  e g y ,  a z  S - t  r e p r e z e n t á l ó  e g y s z e r ű  s z e m l é ­
l e t e s  r e l á c i ó t  a  2 . 1 1  T é t e l  s e g í t s é g é v e l .
2 .1 2  T é t e l . L e g y e n  S e g y  s - c s a l á d  a z  fi = { a ^ , . . . , a n > 
f e l e t t .
Legyen  T={A€P (fi) : 3a  . ( I á i á n )  : Ec ({a.,})=A} ( a z a z  T a z1 O 1
{Ec ( { a . } )  i = l , . . . , n ;  a . e f i }  k ü l ö n b ö z ő  e l e m e i n e k  h a l m a z a ) .ÍD 1 1
Legyen  N = {A£T: A^fi , (VB,C€T) (A=B^>C -+ A=B v a g y  A=C) } .
Ha N=0, a k k o r  l e g y e n  R = { h ^ , h 2 >, a h o l  V a e f i : h ^ ( a ) =0 é s  
h 2 ( a ) = l .  F o r d i t v a  l e g y e n  N={A^, . . . ,A^} ( n y i l v á n  k á n ) .  
Ekkor  R={h , h ,  , .  . .  ,h ,  } a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  a d h a t ó  meg:O L
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m i n d e n  a t t r i b ú t u m r a  
m i n d e g y i k  i - r e  ( i = l
h ± (a )  =
(aeíJ) : h Q (a) =0 .
• • • / k )
0  h a  a € A ^ ,
1 k ü l ö n b e n .
Á l l í t j u k ,  h o g y  R r e p r e z e n t á l j a  a z  S - t  ( a z a z  SR= S ) .
B i z o n y í t á s . A 2 . 1 1  T é t e l  s z e r i n t  b i z o n y í t a n d ó ,  h o g y  
m i n d e g y i k  a - r a  ( a e n )
Eg ({ a} ) =
a £ E i j
Ei j '  h a 3 E i . !a e E i J ,
n , k ü l ö n b e n .
(3)
I t t  0 á i $ j  ák
V i l á g o s ,  h o g y  h a  N=0,  a k k o r  2 . 1 1  T é t e l  m i a t t  SR=S.  
B e l á t h a t ó ,  h o g y  R k o n s t r u k c i ó j a  s z e r i n t  Eg ({ a } )  = q 
a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  t e l j e s ü l ,  ha  nem l é t e z i k  Ei ^ , h o g y  
a € E i  j  . Ha Eg ({ a n } ) =Afc ( ] < n t S n ,  l á t á k )  t e l j e s ü l ,  a k k o r  
a z  e r ő s  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j á n a k  ( i i )  p o n t j a  m i a t t  
VAz : a n e A l  -*■ Eg ( { a n > ) =At £A£ (lSASk) . T e h á t
Ec ({ a  }) =
S n t  a  f  E . .
V  13
E . . =E =A, . 
1 3  o t  t
Ha E ({a } ) =  A C\ . . .fiA ( l á n . S n ,  l S s . S k ,  j  = l , . . . , t )  
b n t  1 s t  3
a k k o r  a z  e r ő s  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j á n a k  ( i i )  p o n t j a
s z e r i n t  VA - r a  (a  € A. )
Dt  t
E( (a } )? A .  ( lS A ák )  . E z é r t  E c ( ( a n } ) =  /  N  E. .
1  S a n tÉ E i j  <J = 1  o s q
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B e l á t h a t ó ,  hogy  m i n d e n  a - r a ( a £ f i , E c ( { a } ) = E  ( { a  } ) )o o n .n
__  -t
E g ( { a } ) =  /  ' Ei j =Eo t f v a gy  Eg ( { a } )  =
3. €E . .
Í J
V a g y i s  E g k i e l é g i t i  ( 3 ) - t .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .  
A 2 . 1 2  T é t e l b ő l  a d ó d i k  a :
2 . 2 6  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  E eg y  e r ő s  o p e r á c i ó  a z  fi 
f e l e t t .  E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s  ( i d ő b o n y o l u l t s á g a  
p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  fi e l e m e i n e k  s z á m á t ó l )  , a m e l y  m eg h a ­
t á r o z  e g y  E e r ő s  o p e r á c i ó t  r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó t .
2 .9  D e f i n i c i ó . L e g y e n  S e g y  s - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .
Leg y en  Q ( S ) = m in { m :S R= S , | R | = m, R a z  fi f e l e t t i  r e l á c i ó } ,  
v a g y i s  Q (S )  a z  S s - c s a l á d o t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó  
s o r a i n a k  s zá m a .
2 . 1 3  T é t e l . Legyen  S e g y  s - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .
L e g y e n  T={ Eg ( { a } )  : a £ f i } ,  é s
N = {A€T: A^fi , (VB ,C£T) (A=B/1C A=B v a g y  A=C) } .
( a z a z  N a z  {Ec ( { a } ) : a e f i } + f i - t  nem t a r t a l m a z ó  m i n i m á l i s
s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a .  E k k o r
Ha | N | =0 ( a z a z  T = { f i } ) ,  a k k o r  Q ( S ) = 2 .
Ha |N | ä l , a k k o r  \J 2 l o g 2 | N | <Q(S) á  | N | + l s  | fi | + 1 .
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B i z o n y í t á s . A 2 . 1 1  T é t e l  s z e r i n t ,  h a  R r e p r e z e n t á l j a  az  
S c s a l á d o t ,  a k k o r
Es ({ a} )  = ^
* E. . h a  3 E .
a € E . . 
iD
i l i l
a e E . . ,  
i l
 ^ 0 k ü l ö n b e n .
I t t  E ^ j  a  h i  é s  h j  s o r o k  e g y e n l ő s é g h a l m a z a ,  R = { h ^ , . .  . , h m> .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  T={íí} ,  a k k o r  m in d e n  E^^ - r e  E ^ j = 0 .  T e h á t
Q ( S ) = 2 .  N y i l v á n  | N | S | fi | . Az e r ő s  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j a
s z e r i n t  N h a l m a z r e n d s z e r  m e g h a t á r o z z a  a z  {Eg ({ a } )  :a t ' f i}  h a l m a z t .
K ön n y en  l á t h a t ó ,  h o g y  V A ^ A ^ f N  ( A ^ A j ) - r e
{ ( i , j ) :  l á i $ j < m f | R | =m, A . C E . . }  ^ { ( i , j ) :  l < i í j < m ,  | R| =m,
tm\ i  i J
A . C E . . } .  E z é r t | N | á 2  2 t e l j e s ü l .  A zaz  V 2 1 o g ~ |N |< m .  M á s r é s z t  
J " 1 J ^
a  2 . 1 2  T é t e l  s z e r i n t  Q(S)S|n I*-1. Ezzel a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
Könnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  S e g y
fi = { a ^ , . . . , a n > f e l e t t i  o l y a n  s - c s a l á d ,  a m e l y r e  V a ^ e f i - r a
Es ( { a i >) = { a i > , a k k o r  N = { { a i > : i = l , . . . ,n}  é s  V 2 1 o g 2 n < Q ( S ) < n + l .
E z é r t  a  2 . 1 3  T é t e l b ő l  a d ó d i k  a z  a l á b b i :
2 . 2 7  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  fi nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z .  L e g y e n  
Q ( n ) = m a x | Q ( S ) : S a z  0 f e l e t t i  s - c s a l á d ,  | f i | = n } .
E k k o r  V ^ íö g ^ n < Q  (n) á n + 1 .
V i l á g o s ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  E e r ő s  o p e r á c i ó h o z  a 
{ E (A ) :A € P  ( f i ) } h a l m a z r e n d s z e r  e g y  m e t s z e t - f é l h á l ó  a z  fi 
f e l e t t  ( l á s d  1 . 8  D e f i n í c i ó t ) .  Könnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y
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l é t e z i k  o l y a n  I  m e t s z e t - f é l h á l ó , a m e l y r e  nem l é t e z i k  
o l y a n  E e r ő s  o p e r á c i ó ,  m e l y r e  I={E (A) : A6 P ( fi) } . A zaz  
{E (A) : A£P ( fi) } v a l ó d i  s p e c i á l i s  m e t s z e t - f é l h á l ó  a z  fi f e ­
l e t t .  M os t  d e f i n i á l j u k  a z  s - f é l h á l ó  f o g a l m á t ,  é s  e n n e k  
s e g í t s é g é v e l  v i z s g á l j u k  a  { E ( A ) : A € P ( f i ) } h a l m a z r e n d s z e r e k e t .
2 .£0 D e f i n í c i ó . L e g y e n  fi nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  é s  P(fi)  a z  fi 
h a t v á n y  h a l m a z a .  L e g y e n  t o v á b b á  i c p ( f i ) .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  I  
e g y  s - f é l h á l ó  a z  fi f e l e t t ,  h a  I  a  m e t s z é s r e  n é z v e  z á r t ,  
fi € 1 ,  é s  N = {A € I :A ^f i ,  ( VB,C 6 I )  (A=BhC + A=B v a g y  A=C) } ( a z a z  
N a z  I  f i - t  nem t a r t a l m a z ó  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a )  
k i e l é g í t i  a z  a l á b b i  f e l t é t e l t :  (1) m i n d e n  A £ N -ra
( 3 a A) ( (A^€N é s  A<ÍAi ) a ^ A ^  . N y i l v á n  | N | < | fi | .
2 . 1 4  T é t e l . L e g y e n  E e g y  e r ő s  o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n  
t o v á b b á  lg={E(A) : AGP (fi) } é s  N£ = {A 6 I E : A^fi , (VB ,C f I E ) (A=BrtC -> A=B 
v a g y  A=C)} .  E k k o r  I  e g y  s - f é l h á l ó  a z  fi f e l e t t .  F o r d i t v a ,  h a  
I  egy  fi f e l e t t i  s - f é l h á l ó ,  a k k o r  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  E e r ő s  
o p e r á c i ó  l é t e z i k ,  a m e l y r e  I  = {E (A) : /*£P (fi) } , a h o l  m i n d e g y i k  
a  a t t r i b ú t u m r a :




h a  3 A . £ N :  a£A . , 1 1 '
( 2 )
 ^ fi k ü l ö n b e n
I t t  N = { A .É I :  A ^ f i ,  (V B ,C £I)  (Ai =B0 C + A±=B v a g y  Ai =C) }
B i z o n y í t á s . N y i l v á n v a l ó ,  hogy  I  a  m e t s z é s r e  n é z v e  z á r t ,  
é s  f iCIg.  T e g y ü k  f e l ,  h o g y  A€N£ , é s  h o g y  nem l é t e z i k  o l y a n  
a  a t t r i b ú t u m ,  a m e l y r e  E ( { a } ) = A .  E k k o r  A=E(B) ( | B j > 2 )  e s e t é n
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A = ^ ~ ^ E ( { b . } )  t e l j e s ü l .  Ez e l l e n t m o n d  a z  N„ d e f i n í c i ó ­
ba €B 1  E
j á n a k .  E z é r t  3 a í ű : E ( { a } )  =A. N y i l v á n  a€A .  M i v e l  AjBeN^ A^B
é s  a z  e r ő s  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j á n a k  ( i i )  p o n t j a  s z e r i n t  NE
k i e l é g í t i  a z  (1) f e l t é t e l t .  V a g y i s  I _  e g y  s - f é l h á l ó .
F o r d i t v a ;  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  I  e g y  s - f é l h á l ó .  E k k o r  l e g y e n
E (0 )= f i  é s  E k i e l é g í t i  a  (2) —t . M u t a s s u k  meg,  h o g y  E e r ő s
o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t .  Az s - f é l h á l ó  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  m i n d e n
A€N e s e t é n  E ( { a } ) = A ,  h a  l é t e z i k  o l y a n  a  a t t r i b ú t u m ,  a m e l y r e
a€A é s  VA^ÉN: A^A^ -+ a ^ A ^ .  A t ö b b i  A h a l m a z r a  (A6N) a  f e n t i
á l l i t á s  t r i v i á l i s .  T e h á t  VA£N: 3 a € f i : E ( { a } ) =A. A (2) s z e r i n t
n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a £ E ( { a } ) ,  é s  h a  l é t e z i k  o l y a n  A^éN, h o g y
aCA^,  a k k o r  E ( { a } ) £ N + . Ha b £ E ( { a } )  t e l j e s ü l  ( b € f i ) , a k k o r
E ( { b } ) =  A C / ^ | A  = E ( { a } ) .
b€A i  aCA±
A±€N A±ÉN
Az { E ( { a } ) :  aeO} m e g h a t á r o z z a  a z  {E (A) :A€P (fi) ) , m e r t
E(A)=  /O E ( { a } ) . E z é r t  E e g y  e r ő s  o p e r á c i ó ,  t o v á b b á  
a  éA
I = { E ( A ) : A £ P ( f i ) } .  T eg y ü k  f e l ,  h o g y  v a n  o l y a n  E '  e r ő s  o p e r á c i ó ,  
h o g y  1 = 1 '  . E k k o r  m in d e n  a - r a  ( a € f i ) 9 b € f i :  E ( ( a } ) = E ' ( { b } ) .  
V i l á g o s ,  h o g y  a € E ' ( { b } ) .  T e h á t  E '  ( ( a  } ) c e  ( { a } ) . M á s r é s z t  
v a n  o l y a n  c a t t r i b ú t u m ,  a m e l y r e  E ' ( { a } ) = E ( { c } ) . B e l á t h a t ó ,  
h o g y  E ( { a } ) CE' ( { a } ) ,  m e r t  a € E ( { c } ) .  V a g y i s  E=E ' t e l j e s ü l .  
E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A t é t e l  a l a p j á n  á l l í t h a t j u k ,  h o g y  a z  fi f e l e t t i  e r ő s  
o p e r á c i ó k  é s  a z  s - f é l h á l ó k  k ö z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  
e g y - e g y é r t e l m ü .
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2 . 1 1  D e f i n í c i ó . L e g y e n  S e g y  s - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n  
t o v á b b á  ( A , B ) € S .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  (A,B) m a x i m á l i s  
f ü g g ő s é g e  a z  S - n e k ,  h a  Vb ' (B?B' ) - r a  (a ,B )6 S  -*■ B '= B .
J e l ö l j e  M(S) a z  S ö s s z e s  m a x i m á l i s  f ü g g ő s é g e i n e k  h a l ­
m a z á t .  Egy B h a lm a z  (BCfi) a z  S c s a l á d  m a x i m á l i s  e l e m e ,  
h a  v a n  o l y a n  A h a l m a z ,  h o g y  ( A , B ) € M ( S ) .  J e l ö l j e  ‘Z' t(S)
S ö s s z e s  m a x i m á l i s  e l e m e i n e k  h a l m a z á t .
Az a l á b b i  k ö v e t k e z m é n y  s z e r i n t  a z  fi f e l e t t i  s - c s a l á -  
dok  é s  a z  s - f é l h á l ó k  k ö z ö t t  m e g f e l e l t e t é s  e g y - e g y é r t e l m ü .
2 . 2 8  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  S e g y  s - c s a l á d  a z  fi f e l e t t .  E k k o r  
‘U(S)  fi f e l e t t i  s - f é l h á l ó .
F o r d i t v a  ha  I  e g y  fi f e l e t t i  s - f é l h á l ó ,  a k k o r  p o n t o s a n  
e g y  o l y a n  S s - c s a l á d  l é t e z i k ,  m e l y r e  I=U(S)  , a h o l
S = { (A,B) :A ,B £ P  (fi) : B C A ± }
AflA.^0
A . € I
M iv e l  a  2 . 1 0  é s  a 2 . 1 4  T é t e l e k b ő l  v a l a m i n t  a  2 . 2 1  Meg­
j e g y z é s b ő l  a d ó d i k  a  f e n t i  k ö v e t k e z m é n y ,  e z é r t  a  b i z o n y í ­
t á s á t  m e l l ő z z ü k .
2 . 1 2  D e f i n i c i ó . Leg y en  y t P ( f i ) .  E k k o r  a z t  m o n d j u k ,  h o g y  
egy  fi f e l e t t i  s - r e n d s z e r ,  h a  7  k i e l é g í t i  a z  a l á b b i  f e l ­
t é t e l e k e t :
( 1 )  nej,
(2) (VA,B,C£T) (A=BflC + A=B v a g y  A=C) ,
(3) m i n d e n  A £ j ' f i - r a  (Ja£A) ( (A^ 6 é s  A^A^) -»■ a^A^)  .
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2 . 2 3  M e g j e g y z é s . B e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  I  e g y  fi f e l e t t i  s -  
f é l h á l ó ,  a k k o r  a z  I  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a  e g y  
s - r e n d s z e r .  F o r d t i v a ,  a  2 . 9  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  t e t s z ő ­
l e g e s  T s - r e n d s z e r h e z  p o n t o s a n  e g y  o l y a n  s - f é l h á l ó  l é t e ­
z i k ,  a m e l y n e k  m i n i m á l i s  s z á m o s s á g u  g e n e r á t o r a  é p p e n  J .
V a g y i s  a z  fi f e l e t t i  s - r e n d s z e r e k  é s  s - f é l h á l ó k  k ö ­
z ö t t  l é t e s í t e t t  m e g f e l e l t e t é s  k ö l c s ö n ö s e n  e g y é r t e l m ű .
Az s - f é l h á l ó  d e f i n í c i ó j a  a l a p j á n  k ö n n y e n  l á t h a t j u k ,  
h o g y  h a j "  e g y  s - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t ,  a k k o r  | T | á | f i | + l .
2 . 2 4  M e g j e g y z é s . Az s - r e n d s z e r  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  b e ­
l á t h a t ó ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y  a d o t t  T ( J c p ( g ) )  
h a l m a z r e n d s z e r h e z  e l d ö n t i ,  h o g y  J* s - r e n d s z e r ,  v a g y  nem.
E n n e k  a z  a l g o r i t m u s n a k  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  
f ü g g  -TL e l e m e i n e k  s z á m á t ó l .
2 . 2 5  M e g j e g y z é s . Könnyen  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  a z  s - r e n d s z e r e k  
o s z t á l y a  a z  S l  f e l e t t i  m e t s z e t m e n t e s  r e n d s z e r o s z t á l y  v a l ó d i  
r é s z e ,  é s  a z  s - r e n d s z e r e k  a  2 . 1 4  T é t e l  a  2 . 2 8  K ö v e tk e z m é n y  
é s  a  2 . 2 3  M e g j e g y z é s  a l a p j á n  m e g h a t á r o z z á k  a z  s - c s a l á d o k a t , 
a z  e r ő s  o p e r á c i ó k a t  é s  a z  s - f é l h á l ó k a t .
i
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3 .  FEJEZET
M i n i m á l i s  k u l c s o k  é s  a n t i k u l c s o k
Az E . F .  Codd á l t a l  b e v e z e t e t t  m i n i m á l i s  k u l c s  a 
r e l á c i ó s  a d a t m o d e l l  e l m é l e t é n e k  e g y i k  f o n t o s  f o g a l m a  
( l á s d  1 . 1 5  é s  1 .1 6  D e f i n í c i ó k a t ) .  E . F .  Codd a l a p v e t ő  
c i k k e  [23]  ó t a  szám os  d o l g o z a t  f o g l a l k o z i k  m i n i m á l i s  
k u l c s o k k a l  é s  m u t a t n a k  r á  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  g y a k o r l a t i  
j e l e n t ő s é g é r e .
I s m e r e t e s ,  hogy  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e  é s  a z  
a n t i k u l c s o k  h a l m a z a  ( l á s d  1 . 1 7  D e f i n í c i ó t )  S p e r n e r - r e n d s z e r .
Az a n t i k u l c s o k  f o n t o s  s z e r e p e t  j á t s z a n a k  a  m i n i m á l i s  
k u l c s o k k a l  k a p c s o l a t o s  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k  v i z s g á l a t á ­
b a n  é s  a z  o l y a n  r e l á c i ó k  k o n s t r u k c i ó j á b a n ,  a m e l y e k  a z  a d o t t  
S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l j á k .
S zám os  e s e t b e n  a m i k o r  nem h a t á r o z z u k  meg a z  a d o t t  
S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó  s o r a i n a k  
s z á m á t ,  a k k o r  a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z á t  h a s z n á l j u k  e z e k  b e c s ­
l é s é r e .
E b b e n  a  f e j e z e t b e n  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  é s  a n t i k u l c s o k  
k ö z ö t t i  k a p c s o l a t o k a t  v i z s g á l j u k  ( l é n y e g é b e n  e z e k  a S p e r n e r -  
r e n d s z e r e k  k ö z ö t t i  k a p c s o l a t o k ) .
E b b e n  a  f e j e z e t b e n  a  k ö v e t k e z ő  f ő  e r e d m é n y e k  t a l á l h a t ó k .
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A n t i k u l c s o k  a d o t t  h a l m a z á b ó l  k o n s t r u á l u n k  h á ro m  a l g o r i t ­
m u s t  (a  3 . 1 ,  3 . 3  é s  3 . 5  A l g o r i t m u s o k ) . Az e l s ő  k é t  a l g o ­
r i t m u s  (a  3 . 1 ,  3 . 3  A l g o r i t m u s o k )  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s o t  
t a l á l  meg, a  h a r m a d i k  a l g o r i t m u s  m i n d e n  m i n i m á l i s  k u l c s o t  
m e g t a l á l .
K o n s t r u á l u n k  eg y  a l g o r i t m u s t  (a  3 . 4  A l g o r i t m u s ) ,  
a m e l y  m i n d e n  a n t i k u l c s o t  m e g t a l á l  a z  a d o t t  m i n i m á l i s  k u l ­
c s o k  r e n d s z e r é b ő l .  T e h á t  a z  a d o t t  K S p e r n e r - r e n d s z e r b ő l  
k o n s t r u á l h a t j u k  K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z á t  é s  K m i n i m á l i s  
k u l c s a i n a k  r e n d s z e r é t  ( a z a z  k o n s t r u á l h a t j u k  o l y a n  Q h a l m a z -  
r e n d s z e r t ,  a m e l y r e  Q ^=K) .
K önnyen  l á t h a t ó  e z e k n e k  a z  a l g o r i t m u s o k n a k  n é h á n y  k ö z ­
v e t l e n  a l k a l m a z á s a :  K o n s t r u á l h a t j u k  a z  a d o t t  S p e r n e r - r e n d -  
s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó k a t , *  a z  a d o t t  r e l á c i ó ,  r e l á c i ó s  
s é m a ,  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  t e l j e s  h a l m a ­
z á t  k o n s t r u á l j u k , *  h a  KR a d o t t  R r e l á c i ó  ö s s z e s  m i n i m á l i s  
k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e ,  a k k o r  e l ő á l l í t h a t j u k  o l y a n  r e l á c i ó s  
s é m á t ,  a m e l y  ö s s z e s  m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e  é p p e n  K _ .
B e c s ü l j ü k  e z e k e t  a z  a l g o r i t m u s o k a t .  A m i n i m á l i s  k u l c s o k  
é s  a n t i k u l c s o k  t e l j e s  h a l m a z a i t  m e g t a l á l ó  k é t  a l g o r i t m u s  
i d ő b o n y o l u l t s á g a  e x p o n e n c i á l i s a n  f ü g g  a z  a t t r i b ú t u m o k  s z á ­
m á t ó l  ( l e g r o s s z a b b  e s e t b e n ) . M e g m u t a t j u k ,  hogy  e z  a  k é t  
a l g o r i t m u s  h a t é k o n y , h a  a d o t t  m i n i m á l i s  k u l c s o k  v a g y  a n t i - -  
k u l c s o k  szám a  k e v é s .
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I g a z o l j u k ,  h o g y  s o k  e s e t b e n  e n n e k  a  k é t  a l g o r i t m u s ­
n a k  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a  m i n i m á l i s  k u l ­
c s o k ,  a n t i k u l c s o k  é s  a t t r i b ú t u m o k  s z á m á t ó l .
E f e j e z e t b e n  k é t  s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l é t  
a d j u k  a n n a k ,  h o g y  egy  a d o t t  h a l m a z  m i n i m á l i s  k u l c s  l e g y e n  
(a  3 . 1 ,  3 . 4  T é t e l e k ) .  T u d j u k  ( [ 5 5 ] ) ,  h o g y  C. L u c c h e s i  é s  
S . L .  O s b o r n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  a z  a  p r o b l é m a ,  h o g y  a d o t t  
r e l á c i ó s  s é m á h o z  é s  a d o t t  a  a t t r i b ú t u m h o z  d ö n t i  e l ,  h o g y  a  
a t t r i b ú t u m  t a r t o z i k - e  v a l a m e l y  m i n i m á l i s  k u l c s h o z ,  NP- 
t e l j e s .
I g a z o l j u k ,  hogy  h a  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z ü f e l e t t  é s  K
(a 3 .5  T é t e l ) .
E z z e l  é s  a  2 .  f e j e z e t  e r e d m é n y e i n e k  f e l h a s z n á l á s á v a l  
k o n s t r u á l h a t u n k  eg y  o l y a n  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  a d o t t  R r e ­
l á c i ó h o z  e l d ö n t i ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  a  a t t r i b ú t u m  t a r t o z i k - e  
v a l a m e l y  m i n i m á l i s  k u l c s h o z  é s  l e g r o s s z a b b  e s e t b e n  i d ő ­
b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i ­
n a k  s z á m á t ó l .  M e g m u t a t j u k ,  h o g y  a z  a  p r o b l é m a ,  h o g y  a d o t t  
a n t i k u l c s o k  h a l m a z á h o z  v a n - e  egy  o l y a n  k u l c s ,  a m e l y n e k  
n a g y s á g a  nem n a g y o b b ,  m i n t  egy  a d o t t  t e r m é s z e t e s  s z á m ,  
N P - t e l j e s  ( a  3 . 8  T é t e l ) .
Egy e r e d m é n y t  a d u n k ,  aftiely l e z á r á s i  o p e r á c i ó k  é s  
S p e r n e r - r e n d s z e r e k  k ö z ö t t i  k a p c s o l a t r a  v o n a t k o z i k  (a  3 . 9
a  K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a ,  a k k o r
T é t e l ) .
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L e z á r á s i  o p e r á c i ó k  s e g í t s é g é v e l  v i z s g á l j u k  a z  a n t i k u l c s o k  
é s  m i n i m á l i s  k u l c s o k  k ö z ö t t i  k a p c s o l a t o k a t  é s  h a  e g y  S p e r n e r -  
r e n d s z e r  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  h a l m a z á n a k  ( a z  a n t i k u l c s o k  h a l ­
m a z á n a k )  s z e r e p é t  j á t s s z a ,  f e l t é t e l e z z ü k ,  h o g y  e z  a  S p e r n e r  
r e n d s z e r  nem ü r e s  (nem t a r t a l m a z z a  a z  0 - t ,  a h o l - O .  nem ü r e s  
v é g e s  a t t r i b ú t u m o k  h a l m a z a ) .
3 . 1  M i n i m á l i s  k u l c s o t  m e g t a l á l ó  a l g o r i t m u s o k
3 . 1  D e f i n i c i ó . L e g y e n  H a z  0 f e l e t t i  l e z á r á s i  o p e r á c i ó .
L e g y e n  t o v á b b á  Z ( H ) = { A :H ( A ) =A }. Z(H) e l e m e i t  z á r t  h a l m a ­
z o k n a k  n e v e z z ü k .
L e g y e n y # H={A£0:  H(A)=A é s  3  B€Z (H)'  { 0 } : ACB}.
Azc/*H h a l m a z r e n d s z e r t  H m a x i m á l i s  z á r t  h a l m a z a i n a k  a  
r e n d s z e r é n e k  n e v e z z ü k .
3 . 1  Lemma. L e g y e n  H e g y  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  0 f e l e t t ,  é s  
Kh H m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e .  E k k o r  </*
A f e n t i  lemma b i z o n y í t á s á t  a  2 . 2  T é t e l h e z  h a s o n l ó  módon 
v é g e z h e t j ü k ,  e z é r t  a b i z o n y í t á s t  m e l l ő z z ü k .
Egy s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l é t  a d j u k  a n n a k ,  
h o g y  egy  t e t s z ő l e g e s  h a l m a z  m i n i m á l i s  k u l c s  l e g y e n .
3 . 1  T é t e l . L e g y e n  K eg y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  0 f e l e t t ,
K ^ = { B , , . . . , B „ }  K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a  é s  A c o .  E k k o r  
A€K ( a z a z  A m i n i m á l i s  k u l c s )  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  h a  A^B^
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(V i :  l< i<m )  é s  b á r m e l y  D - h e z  (D£A) v a n  o l y a n  ,
a m e l y r e  DgB ^ .
B i z o n y í t á s . a )  Tegyük f e l  e l ő s z ö r ,  h o g y  A^B.^ ( V i : I á i á m )  é s  
b á r m e l y  D - h e z  (D^A) l é t e z i k  o l y a n  B^fK 1 , h o g y  DcB^.
B e l á t h a t ó ,  h o g y  ha  v a n  o l y a n  B^ (B^eK , a m e l y r e  B ^ A ,  
a k k o r  A e g y  k u l c s .  Ha K egy  S p e r n e r  r e n d s z e r  a z  n
f e l e t t ,  a k k o r  a z  1 . 9  T é t e l  s z e r i n t  v a n  o l y a n  H l e z á r á s i  
o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  K=KH. í g y ,  h a  H ( A ) ^ n ,  a k k o r  a  3 . 1  Lemma 
s z e r i n t  l é t e z i k  o l y a n  B^ (B^tK ^) , h o g y  HÍAJCB^.  E z é r t  
A^B^, ami e l l e n t m o n d á s ,  m e r t  A^B^ ( l / i : l < i < m ) .  V a g y i s  A 
e g y  k u l c s  ( a z a z  l é t e z i k  o l y a n  CMCfK), a m e l y r e  Cc a ) . B e­
l á t h a t j u k ,  h o g y  (a m i n i m á l i s  k u l c s  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t )
A m i n i m á l i s  k u l c s .
b) F o r d í t v a ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  A m i n i m á l i s  k u l c s  
( a z a z  AfK) . V i l á g o s ,  h o g y  A^B^ ( P i :  I á i á r a ) .  B á r m e l y  D 
h a l m a z h o z  (Dc a ) t e g y ü k  f e l  i n d i r e k t ,  h o g y  D^B^ ( V i r l á i s m ) ,  
a k k o r  a) s z e r i n t  D e g y  k u l c s .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  hogy  
A m i n i m á l i s  k u l c s .  E z é r t  l é t e z i k  o l y a n  B^ ( l á i s m ) , a m e l y ­
r e  DCB^. E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
L e g y e n  K ={B ^ , . . . , B^} e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  n f e l e t t .  
L e g y e n  t o v á b b á  BeK é s  a f f t ^ B ,  B = { b ^ , . . . , b m>, é s  G={Bj£K: a ^ B j } .  
L e g y e n  TQ=B U {a} .
r
y < V i >  h a  K' G : V {V i }tfBi -
T k ü l ö n b e n .q
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3 . 2  T é t e l .  Ha K a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z a ,  a k k o r  T , . . . ,T   ' o '  ' m
k u l c s o k  é s  Tm e g y  m i n i m á l i s  k u l c s  ( a z a z  T^eQ,  a h o l  Q ^=K)
B i z o n y í t á s . Az 1 . 9  T é t e l  s z e r i n t  l é t e z i k  o l y a n  H l e z á r á s i  
o p e r á c i ó ,  h o g y  K=K„^. m s z e r i n t  i n d u k c i ó v a l  b i z o n y l t j u k  an
t é t e l t .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  T k u l c s .  Ha T k u l c s  é s  T _L,= T  , J o q q+1 q '
akkor is kulcs. Ha i’q+ -^'i'qV{i)q+ i} és fl'
a k k o r  a  3 . 1  Lemma s z e r i n t  l é t e z i k  o l y a n  h a l m a z  (B^6K) ,
amelyre H(Tg+^)CBj. Ezért T ^CB^ teljesül. Ez ellentmond
a n n a k ,  h o g y  V B ^  £K : T^+^ B  ^  . A zaz  Tq +j_ e g y  k u l c s .
M á s r é s z t  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  A v a l ó d i  r é s z h a l m a z a  Tm~ n e k .
Ha a^A ,  a k k o r  v i l á g o s ,  h o g y  H (A)^f i .  Ha a€A,  a k k o r  v a n  o l y a n
b £B, a m e l y r e  b  € T \ A  ( l á q ) .  A T k o n s t r u k c i ó j a  s z e r i n t  q  - q m ^ q J
l é t e z i k  o l y a n  B. h a l m a z  (B .£KSG) , a m e l y r e  T _ . M b  }C0. .
V a g y i s  ACT ' { b  }£T , \ { b  }CB. (T £T m i a t t  (Vq :O á q ám - 1 ) ) .J - m q - q - 1  q - j  m - q  ^
T e h á t  H(A)^  fi. A z a z  Tm e g y  m i n i m á l i s  k u l c s .  E z z e l  a  t é t e l t  
b e b i z o n y í t o t t u k .
3 . 1  M e g j e g y z é s . L e g y e n  K={B^, . . . , B ^ } e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  
a z  fi f e l e t t ,  B = { b ^ , . . . , b m} e g y  k u l c s .  J e l ö l j ö n  Q egy  
o l y a n  h a l m a z r e n d s z e r t ,  a m e l y r e  Q ‘*'=K é s  l e g y e n  
<^(Q)={Affi:3BÉK:BCA}. V i l á g o s ,  h o g y  B 6 # Q ) .
L e g y e n  Tq =B é s
V ' V i 1 h a V B i e K :  v ( V i ^ Bi '
T k ü l ö n b e n .
q
A 3 . 2  T é t e l h e z  h a s o n l ó  módon b e b i z o n y í t h a t j u k ,  h o g y
h a  K e g v  a n t i k u l c s o k  h a l m a z a ,  a k k o r  T * , . . . , T  k u l c s o ko m
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é s  T m i n i m á l i s  k u l c s .  A 3 . 2  T é t e l  é s  a  3 . 1  M e g j e g y z é s  m
a l a p j á n  k o n s t r u á l j u k  a z  a l á b b i  a l g o r i t m u s t .
3 . 1  A l g o r i t m u s .
INPUT : {K= B1 , . . . / Bm> e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z
£2= {a ^ , . . . , a ^  } f e l e t t  é s  B e g y  k u l c s  ( a z a z  B€<$Q) , a h o l  Q ^=K) . 
OUTPUT: T e g y  m i n i m á l i s  k u l c s  ( a z a z  T é Q ) .
ADATSTRUKTÚRA:
-  K [ l : m ] a  K e l e m e i n e k  t ö m b j e .
-  B a z  a t t r i b ú t u m o k  h a l m a z a ,  a m e l y  k u l c s .
-  T^ B o o l e  v á l t o z ó ,  T m u n t e v á l t o z ó .
P r o c e d u r e  MINKEY 1 ( K , B ) :
T «- B;
f o r  e a c h  beB do
b e g i n  T^ t r u e ;
f o r  i  «- 1 u n t i l  m do
i f  T ' { b } C K [ i ]  t h e n  T^ f a l s e ;  
i f  T^ t h e n  T ■*- T s {b}
en d
r e t u r n  T
2
V i l á g o s ,  h o g y  a  3 . 1  A l g o r i t m u s  0 ( n  .m) e l e m i  o p e r á c i ó t  
i g é n y e l .  N y i l v á n v a l ó  a z  a l á b b i :
3 . 1  K ö v e t k e z m é n y . A 3 . 1  A l g o r i t m u s  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s o t
2
h a t á r o z  meg é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  0 ( n  . m ) , h a  K a z  
a n t i k u l c s o k  h a l m a z á n a k  s z e r e p é t  j á t s s z a .
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)
3 . 2  D e f i n í c i ó . L e g y e n  fi nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  é s  
P(fi)  a z  fi h a t v á n y  h a l m a z a .  L e g y e n  t o v á b b á  G C P ( fi) 
é s  f0j^G.
L e g y e n  MIN(G)=A, a h o l  AGG é s  | A | = m i n { | A ^ |  : A^GG}. 
Ha A§fi é s  A^0, a k k o r  17(A) = a ,  a h o l  a  a z  A e l e m e .  A zaz  
MIN(G) G o l y a n  e l e m é t  j e l e n t i ,  a m e l y n e k  n a g y s á g a  m i n i ­
m á l i s  é s  17(A) p e d i g  A t e t s z ő l e g e s  e l e m e .
3 . 2  M e g j e g y z é s . L e g y e n  K = { B ^ , . . . , B  } egy  S p e r n e r - r e n d s z e r  
a z  fi f e l e t t  é s  B e g y  k u l c s  ( a z a z  B€^(Q)  , a h o l  Q 1=K) . 
L e g y e n  G^={BrtB^, . . . ,BflBm> . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a  3 . 1  T é t e l  
s z e r i n t  B f l B ^  0 ( V i : l á i á m ) .  E l ő f o r d u l h a t ,  h o g y  v a n  
o l y a n  i , j  ( i ^ j ) ,  a m e l y r e  B/lBi =B/1B^ . T e h á t  l e g y e n  
G, ={BflB, , . . . ,BrtB } = {BrtB . , . . . ,B/TB . : k<m, BrtB . ^BhB .
1 1  m h  xk S  S
( s ^ t ) , l s i j á m ,  i s j < k } .
L e g y e n  B*=BflB^ é s  ^ = k .  A z a z  G^= {B^ , . . . , B ^  }.  
E k k o r  i S l - r e  l e g y e n ^ F ^  = {B1€Gi  : V  (MIN (Gi ) Í^B ^}  é s
Gi + l  = {Bj  S MIN« V  : B j  € F i + l } = {Bí + 1 ' * * * ' B7 . ' " 1 }
L á t h a t ó ,  h o g y  J fi| v é g e s s é g e  m i a t t  v a n  o l y a n  P t e r m é ­
s z e t e s  s z á m ,  a m e l y r e  G „^0  é s  F u' 1 P p+1 . V i l á g o s ,  h o g y
p á m in  (n ,m) , a h o l  | f i | = n ,  é s  1} (MIN (Gi ) ) t  tf(MIN (G ^ j ) , a h o l  
i ^ j ,  j < i s p ,  l s j s p .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  h a  F i + 1 ^0  á l l n a  
f e n n ,  a k k o r  |MIN(G±) | á | B 1 | m i a t t  B 1 'MIN(Gi ) ^ 0  l e n n e .
. i+ 1
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Azaz Gi + 1 ^ 0 .
P
3 .3  T é t e l .  A= U i V '  (MIN (G .) ) } e g y  m i n i m á l i s  k u l c s .  A zaz
- 1  i=1A€Q, a h o l  Q =K.
B i z o n y í t á s . G^ d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  m in d e n  B ^ - r e  ( l < j s k )
l é t e z i k  o l y a n  h a l m a z r e n d s z e r  ( 2 á £ < p + l )  é s  o l y a n
B^ ^ h a l m a z  , a m e l y e k r e  B^ ^6G >F. é s  BÄ "'"C B^ , a h o l
l < q < r  . . E z é r t  ^ ( M I N ( G n . ) ) € B ^  t e l j e s ü l .  V a g y i s
Afl(BAB. ) ^ 0 .  T e h á t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  AÍB . ( V j  : 1< j<m) . T e g y ü k
1J  3
f e l ,  h o g y  D a z  A v a l ó d i  r é s z h a l m a z a .  K önnyen  b e l á t h a t j u k ,
hogy h a  A = { a )  ( a £ f i ) , a k k o r  A€Q. A z a z  A m i n i m á l i s  k u l c s .
Ha l é t e z i k  o l y a n  V  (MIN (G^) ) ( l á i á p ) ,  a m e l y r e  IT'ÍMIN (G.^) ) CAND , 
a k k o r  v a n  o l y a n  B/1B^ , a m e l y r e  l á j á m  é s  MIN (G^)C'BOB^ . Gi  
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  é s  ACB m i a t t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  
A^í7(MIN(Gi ) )CBj . B e l á t h a t ó ,  h o g y  DCA 'tf(MIN (G± ) ) t e l j e ­
s ü l .  T e h á t  D c B j . A 3 . 1  T é t e l  s z e r i n t  A€Q. V a g y i s  A m i ­
n i m á l i s  k u l c s .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
3 .3  M e g j e g y z é s . L e g y e n  K = { B ^ , . . . , B  } e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  
a z  í2 f e l e t t .  V i l á g o s ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  B^ h a l m a z h o z  
(B^€K) B i l /{a}  (a^ B i ) k u l c s .  A zaz  B ^ ü í a l é ^ Q )  , a h o l  Q 1=K. 
C é l s z e r ű  a  17 (MIN (G, ) ) =a é s  G9 = {B .DB . :aeB  . é s  B . f K ,  i ^ j }  
v á l a s z t á s .
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E l ő s z ö r  e g y  o l y a n  a l g o r i t m u s t  a d u n k ,  a m e l y  a  nem 
n e g a t i v  e g é s z  számok h a l m a z á n a k  e g y  m i n i m á l i s  e l e m é t  
m e g t a l á l j a .
3 . 2  A l g o r i t m u s
INPUT: K nem n e g a t i v  e g é s z  szám ok h a l m a z a ,  m e l y  t a r t a l m a z  
l e g a l á b b  eg y  p o z i t i v  e g é s z  s z á m o t .
P K e l e m e i n e k  szám a
T e g y ü k  f e l ,  h o g y  K={K[ 1 ] , . . . , K [ P ] }.
OUTPUT: i ,  a h o l  l S i S P ,  a m e l y r e  K [ i ] = m i n { K [ j ] : K [ j ]^0}
-  K [ l : m ]  K e l e m e i n e k  t ö m b j e ,  v a n  o l y a n  K [ j ] ,  a m e l y r e  
K [j7  5^ 0 é s  l á j á p ,  a h o l  p  K e l e m e i n e k  s z á m a .
-  M t a r t a l m a z z a  p - t ,  n y i l v á n  pám.
-  A,B m u n k a v á l t o z ó k .
P r o c e d u r e  M IN (K ,M ):
f o r  i  1 u n t i l  M do  i f  K [ i ] ^ 0  t h e n  b e g i n  A-f-K'[i] , B +■ i  
g o t o  T l  e n d ;
T l :  • f o r  i  «- 1 u n t i l  M d o  i f  K [ i ] ^ 0 ^ K [ i ] <  A t h e n  b e g i n
A K [ i ]  ; B i  e n d ; 
r e t u r n  B
A 3 . 3  T é t e l  a l a p j á n  k o n s t r u á l u n k  e g y  a l g o r i t m u s t ,  am e ly  
m e g t a l á l j a  a  m i n i m á l i s  k u l c s o t .
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3 . 3  A l g o r i t m u s .
INPUT: K = {B 1 , . . . , B m> e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  f i = { l , . . . , n }  
f e l e t t .  B egy  k u l c s .  Azaz  B€<^(Q) , a h o l  Q "^K .  Meg­
j e g y e z z ü k ,  h o g y  a z  e g y s z e r ű s é g  k e d v é é r t  -  ez  nem 
é r i n t i  a z  á l t a l á n o s i t á s t  -  f e l t é t e l e z z ü k ,  h o g y  
a t t r i b ú t u m o k  t e r m é s z e t e s  s z á m o k .
OUTPUT: T £ Q .
ADATSTRUKTÚRA
-  K [ l :m ]  K e l e m e i n e k  t ö m b j e .
-  B a z  a t t r i b ú t u m o k  h a l m a z a ,  a m e l y  k u l c s .
-  M [ l : m ] ,  C [ l : m ]  munka t ö m b ö k .
-  T ,D ,D 1 ,D 4  ,N ,N i ,N 2  m u n k a v á l t o z ó k .
P r o c e d u r e  MINKEY2 (K ,B) :
KEZDET: f o r  i  ■«- 1 u n t i l  m do b e g i n  C [ i ] « -  0 ;  M[i]-<- B h(a^C [ i ] )  
e n d ;
f o r  i  + 1 u n t i l  m do
f o r  e a c h  j € M [ i ]  do C [ i ]  •*- C [ i ] + 1 ;  T *■ 0 ;  D ■*- m; 
CIKLUS: w h i l e  D^O do
b e g i n  Dl D; D2 M IN (C ,D 1 ) ;  N M (D 2);  
s e l e c t  ELEMENT f r o m  N; T*-T (/ELEMENT; D «- 0 ;  
f o r  i  +■ 1 u n t i l  Dl do  i f  ELEMENT ^ M [ i ]  t h e n  
b e g i n  D+-D+1; M(D) +- M t i l ^ N ;  N l  ■*- M[i]nN;
N2 ■«- I NI I ;
C(D) «- C [ i  ] -N 2
end
e n d ;
r e t u r n  T
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K önnyen  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  a  3 . 3  A l g o r i t m u s  h a t é k o n y ,  
h a  ELEMENT s o k  MLil k ö z ö s  e l e m e  ( a z a z  s o k
Bj  t a r t a l m a z z a  a  ^ ( M I N ( G ^ ) ) - t ) .
K EZ D ET-b lokkban  a z  a l g o r i t m u s  O (n .m )  e l e m i  o p e r á c i ó t  
i g é n y e l .  V i l á g o s ,  hogy  a  M I N - a l g o r i t m u s  0(m) e l e m i
o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  C I K L U S - b lo k k b a n
£
a z  a l g o r i t m u s  0 ( n  E £ .)  e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l ,  a h o l
i = l  1
X a  CIKLUS i s m é t l ő  s z á m a ,  £^ a  D1 é r t é k e  a  CIKLUS i - e s
i s m é t l é s é b e n .  N y i l v á n  £ á n ,  é s  Jl^ám ( v i ) .  K ö n n y ű  b e l á t -
2
n i ,  h o g y  a  l e g r o s s z a b b  e s e t b e n  a z  a l g o r i t m u s  0 ( n  .m) 
e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  A 3 . 3  T é t e l  s z e r i n t  a z  a l g o ­
r i t m u s  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s o t  t a l á l  meg.
3 . 2  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi
f e l e t t .  Ha K a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z á n a k  s z e r e p é t  j á t s s z a ,
a k k o r  a  3 . 3  A l g o r i t m u s  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s o t  h a t á r o z  meg
2
é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  0 (n . m ) , i t t | f i | = n ,  |K |=m .
3 . 4  M e g j e g y z é s . L e g y e n  K = { B ^ , . . . ,Bm> eg y  S p e r n e r - r e n d s z e r  
a z  f i = { l , . . . , n }  f e l e t t .  Az n . m  s z á m o t  K m é r e t é n e k  n e v e z ­
z ü k .  [ 6 8 ] - b e n  a  3 . 3  T é t e l  a l a p j á n ,  a z  a d a t s t r u k t ú r a  s e ­
g í t s é g é v e l  m e g k o n s t r u á l t u k  a z t  a z  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  a z  
a d o t t  a n t i k u l c s o k  h a l m a z á b ó l  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s o t  á l l i t  
e l ő ,  é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  O ( n . m ) ,  a h o l  | fi | = n , K a z
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a n t i k u l c s o k  h a l m a z a ,  é s  |K |= m .  A z a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  
a r á n y o s  K m é r e t é v e l .
3 . 5  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R e g y  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t .  L e g y e n  
R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .  A 2 . 2  T é t e l  m i a t t  i q a z .
A 2 . 5  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  R - b ő l  e l ő á l l i t h a t j u k  MR- t .
Ennek a z  e l ő á l l í t á s n a k  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  
f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .  E z é r t  a  3 . 1 ,  
é s  a 3 . 2  A l g o r i t m u s o k  s e g í t s é g é v e l  a z  a d o t t  R r e l á c i ó h o z  
m e g t a l á l h a t j u k  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k a t .
3 .2  Lemma. L egyen  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t ,
K ^={B, , . . . , B  } K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a .  E k k o r  h a  1 m
A£K, | A | S 2 ( a z a z  A e g y  m i n i m á l i s  k u l c s )  a k k o r  l é t e z n e k
o l y a n  B^B^ h a l m a z o k  (B ^ ,B j€K  é s  a  a t t r i b ú t u m ,  a m e ­
l y e k r e  A fB^UÍa}  ( n y i l v á n  aéA) é s  a é B ^ .
B i z o n y í t á s . Ha | a | s 2 ,  a k k o r  a z  1 . 9  T é t e l  s z e r i n t  l é t e ­
z i k  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  h o g y  K=K„. T é t e l e z z ü kn
f e l ,  h o g y  D o ly a n  h a lm a z ,  a m e ly r e  D£A é s  A^D=a ( a é f i ) .
A 3 . 1  Lemma s z e r i n t  é s  A€K m i a t t  ( a z a z  H(D)^fi)  a z t  k a p ­
j u k ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  B^ h a l m a z  (B^6K , a m e l y r e
H(D)?B_^. E z é r t  A Í B ^ ü { a } .  M i v e l  | A / ? 2  a z t  k a p j u k ,  h o g y
AC |j B . T eh á t  van  o ly a n  B. 6K ^ , a m e ly r e  a fB  . . E z z e l  
g í^K*1 -1 -1
a l e m m á t  b e b i z o n y í t o t t u k .
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3 . 3  D e f i n í c i ó .  L e g y e n  sí nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z ,  P(si)
a z  Sí h a t v á n y  h a l m a z a .  L e g y e n  t o v á b b á  IX {A^ , . . .  ,Am:Ai £P  (sí) ,
Ai ^ 0 ,  I á i á m }  e g y  h a l m a z r e n d s z e r  a z  sí f e l e t t ,
| A f | = r i ( V i s  I á i á m ) .  A 17 a l á b b i  r e n d e z é s é t  e l s ő d l e g e s n e k  
n e v e z z ü k .
_ r l  1 -i _ , í í . _ f mA ^-  í a ^  , . . . , a ^  } , . . . , A ^ - { a ^ , . . . , 3 j ,  } , . . . ,  A^— m , a  } r m m
a h o l  a z  a ^ , . . . , a ^ , . . . , a ™ - t  v á l a s s z u k  k i  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n :  
a ^ - r e .
1) V á l a s s z u k  k i  A ^ - n e k  a  e l s ő  e l e m é t .  Ha l é t e z i k  o l y a n  A^ 
h a l m a z  ( I á i á m ) , a m e l y r e  Ai = j a } , a k k o r  l e g y e n  a ^ = a .  Ha 
nem l é t e z i k  i l y e n  A ^ , a k k o r  c s i l l a g g a l  j e l ö l j ü n k  m in d e n  
o l y a n  a  a t t r i b ú t u m o t ,  a m e l y e k  e l ő f o r d u l n a k  A j k b a n  ( I á i á m )  
é s  t é r j ü n k  á t  a  2 .  l é p é s r e .
2) V á l a s s z u k  k i  A ^ - n e k  a  k ö v e t k e z ő  e l e m é t .  Ha l é t e z i k  
o l y a n  A^ h a l m a z  ( I á i á m ) , a m e l y r e  a  a z  A^ e g y e t l e n  o l y a n  
e l e m e ,  a m e l y e t  nem c s i l l a g o z t u n k  m eg ,  a k k o r  l e g y e n  a ^ = a .
Ha nem l é t e z i k  i l y e n  A ^ , a k k o r  c s i l l a g g a l  j e l ö l j ü n k  m in d e n  
o l y a n  a  a t t r i b ú t u m o t ,  a m e l y e k  e l ő f o r d u l n a k  A j k b a n  
( I á i á m ) .  A 2 .  l é p é s t  m i n d a d d i g  i s m é t e l j ü k ,  am ig  nem
v á l a s s z u k  k i  a z  a ^ - t . p - 2 , . . . , m - r e :
3) Ha l é t e z i k  o l y a n  a ^  a t t r i b ú t u m ,  a m e l y r e  cj*p é s  a?€A ,X i  P
a k k o r  l e g y e n  a ^ = a ^ .  Ha nem l é t e z i k  i l y e n  a ^ ,  a k k o r  
t é r j ü n k  á t  a  4 .  l é p é s r e .
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4) V á l a s s z u n k  k i  A ^ - n e k  o l y a n  a  e l s ő  e l e m é t ,  a m e l y  még 
n i n c s  m e g c s i l l a g o z v a . Ha l é t e z i k  o l y a n  A^ h a l m a z  (p á i s m )  
a m e l y r e  a  a z  A^ e g y e t l e n  o l y a n  e l e m e ,  a m e l y e t  nem c s i l l a -  
g o z t u n k  m e g ,  a k k o r  l e g y e n  a ^ = a .  Ha nem l é t e z i k  i l y e n  A ^ , 
a k k o r  c s i l l a g g a l  j e l ö l j ü n k  m in d e n  o l y a n  a  a t t r i b ú t u m o t ,  
a m e l y e k  e l ő f o r d u l n a k  A ^ - k b a n  ( p á i á m ) . A 4 .  l é p é s t  m i n d ­
a d d i g  i s m é t e l j ü k ,  a m ig  nem v á l a s s z u k  k i  a z  a ^ - t .
5) A 3 .  l é p é s t  i s m é t e l j ü k  m i n d a d d i g ,  am ig  nem k i v á l a s s z u k  
a z  a ™ - t .
3 .1  P é l d a . L e g y e n  0 = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }  é s  
A1 = ( l , 2 , 5 } ,  A2 = { 1 , 3 , 6 )  é s  A2 = { 4 , 5 , 6 } .  E k k o r  
{1X , 2 , 5 } ,  { 1 * , 3 , 6 } ,  { 4 , 5 , 6 } ;
{1X , 2X , 5 } , { 1 * , 3 , 6 } ,  { 4 , 5 , 6 } ;
M iv e l  5 a z  A^ e g y e t l e n  o l y a n  e l e m e ,  a m e l y e t  nem c s i l l a -  
g o z t u n k  m e g ,  l e g y e n  a ^  = 5 .
{ 5 , 1 X ,2*}; {1X , 3X , 6 } , { 4 , 5 , 6 } ;
2
L e g y e n  a ^  = 6 , m e r t  6 a z  A2 e g y e t l e n  o l y a n  e l e m e ,  a m e l y  
még n i n c s  m e g c s i l l a g o z v a .  V i l á g o s ,  h o g y  5€A2 . T e h á t  
l e g y e n  a ^  = 5 .  A zaz  A ^={ 5 , 1X , 2X}, A2 = { 6 , 1X, 3X},  A3= { 5 , 4 , 6 }  
e g y  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s e  a z  {A ^ ,A 2 ,A2 } h a l m a z r e n d s z e r n e k .
3 . 6  M e g j e g y z é s . V i l á g o s ,  h o g y  a z  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s
k o n s t r u k c i ó j á b a n  c s a k  k o n s t r u á l j u k  a z  a ^  e l e m é t  A ^ - n e k
1 2 1
( V p = l , . . . , m ) . B e l á t h a t ó ,  h o g y  1 7 -n a k  á l t a l á b a n  t ö b b  e l s ő d ­
l e g e s  r e n d e z é s e  v a n  é s  a z  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s  k o n s t r u k ­
c i ó j a  f ü g g  A p-k  s o r r e n d j é t ő l  é s  A ( p = l , . . . ,m) e l e m e i n e k  
s o r r e n d j é t ő l .  A z a z  h a  A ^ - k  s o r r e n d j e  v a g y  A^ ( l s p á m )  e l e ­
m e i n e k  s o r r e n d j e  v á l t o z i k ,  a k k o r  l / e g y  u j  e l s ő d l e g e s  r e n ­
d e z é s é t  k a p h a t j u k .
Az e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s  a l a p j á n  e g y  s z ü k s é g e s  é s  e l é g  
s é g e s  f e l t é t e l é t  a d j u k  a n n a k ,  h o g y  e g y  a d o t t  h a l m a z  m i ­
n i m á l i s  k u l c s  l e g y e n .
3 . 4  T é t e l . L e g y e n  K = { B ^ , . . . , B  } egy  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  
fi f e l e t t ,  é s  Q o l y a n  h a l m a z r e n d s z e r ,  a m e l y r e  Q ^=K.
E k k o r
(1) aéf i  é s  {a} £  Q ( a z a z  {a}  m i n i m á l i s  k u l c s )  a k k o r  é s
m
c s a k  a k k o r  , h a  a ^  U  B . ( B , £ K ) .
i = l  1
(2) | A | 52 é s  A€Q ( a z a z  A m i n i m á l i s  k u l c s )  p o n t o s a n  a k k o r
h a  l é t e z i k  o l y a n  a  a t t r i b ú t u m  é s  o l y a n
{B^ ^  B^ = ^a ]_ / • • • / &  1 } , l s i á k ,  k ä l }  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s ,
O Í  TT ±
a m e l y e k  k i e l é g í t i k  a z  a l á b b i  f e l t é t e l e k e t :
( i )  (iro , it1 , . . . , 77^ ) a z  l , . . . , m  i n d e x e k  r é s z h a l m a z a ;
( i i )  aeB^  (Vi = l , . . . , k )  é s  a  ^  B ^  (Vj  : l s j s m ,  , . . . , 77^
1 k  77 .
( i i i ) A= U  { a 1 .
i = l  1
B i z o n y í t á s . (1) n y i l v á n v a l ó .
(2) b i z o n y í t á s á h o z  (a) e l ő s z ö r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  a  o l y a n
-  11 i * i
a t t r i b ú t u m  é s  {B í) ß = { a .  , . . . , a  } , l < i s k ,  k > l }77 77 . X r
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e g y  o l y a n  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s e  a  {B n  B : I á i á k }  h a l m a Z -ir TT .
O 1
r e n d s z e r n e k ,  a m e l y e k r e  ( ,7rl ' * * * f ^k) a z  1 ' * * * ' m i n d e x e k  
r é s z h a l m a z a ,  a^B^ ( V j : l á j < m ,  j< {  ir^ , . . . , irk }) ( a z a z
a^B ) é s  a€B ( t f i = l , . . . , k ) . M u t a s s u k  meg,
TT_ . TT •
°  k 11 i  1
h o g y  A= U  { a ,  }U{a} e g y  e l e m e  Q - n a k . Könnyen  b e l á t h a t j u k ,
1=1 _
h o g y  AOfB^ 0  B^ ) ^ 0  ( V i = l , . . . ,k) . T e h á t  A i g a z  ( P i = l , . .  . ,k)  .
no * i  " i
M i v e l  a  ^ B j , . . . , tt^ . } ) t e l j e s ü l  a z t  k a p j u k ,  h o g y
a 4 b . ( B . f KN{B , . . . , B  } ) .  E z é r t  A ^ B . i g a z  ( y i = l . . . . , m ) .
T l j  TT. TT, f i  '
1 k TT. k
V i l á g o s ,  h o g y  ( J  ( a .  }£B . Az e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s  d e f i n i -
i = l  ^o
c i ó j a  s z e r i n t  m i n d e g y i k  i r ^ - h e z  ( I á i á k )  l é t e z i k  o l y a n  ír. 
a m e l y r e  A/1(B B ) = { a . ‘'} ( l á j á k ) .  T é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y  D A
TT TT . 1
O 1 TT.i
v a l ó d i  r é s z h a l m a z a .  Ha a  £ ASD, a k k o r  DCB . Ha a . £ A 'D
■ ”o 1
é s  aéD ,  a h o l  I á i á k ,  a k k o r  v a n  o l y a n  í r . ,  a m e l y r e
7Ti K TT?
A 0 (B /iB ) = { a .  }.  M i v e l  a€D é s  U  { a .  }CB a z t  k a p j u k ,
77 o 17 j  1 i = l  1 '  "o
h o g y  D<£B . A 3 . 1  T é t e l  s z e r i n t  A£Q. A z az  A e g y  m i n i m á l i s
" j
k u l c s .
(b) F o r d i t v a  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  A€Q é s  | A | a 2.  A 3 . 2  Lemma 
m i a t t  l é t e z n e k  o l y a n  B ,B, (B , B , € K ) , a m e l y e k r e  A f B . u í a } ,
o L. o L. L.
é s  a6B >aho l  a ^ B , , a € A .  L e g y e n  tt = t  é s  { B . 6 K: a e B .  } = s '  t  o j  j
{B , . . . ,B }.  V i l á g o s ,  h o g y  k ^ l .  M i v e l  K eg y  S p e r n e r -
1 17 k
r e n d s z e r  a z t  k a p j u k ,  h o g y  B B ^ 0 ( ^ 1 = 1 , . . . , k ) . A€Q
TT _ TT .
O 1
m i a t t  é s  a 3 . 1  T é t e l  s z e r i n t  m i n d e g y i k  b a t t r i b ú t u m h o z  
(b éA s{ a})  l é t e z i k  o l y a n  tt . , a m e l y r e  Afl(B 1^B ) = { b } .
1 TT0 TTi
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  m in d e n  i - r e  ( I á i á k )  AŐ(B í \  B ) / 0 .  Ezér t
T TT.O 1
f e l t e h e t j ü k  , hogy minden i - r e  ( (B rs B )ŐA^0) B nB ={a. . .
a  ^o 77 i  " o  17 i  xi
é s  A(1(B 0B ) = í a  ''^  a i  a  } ,  a h o l  l e j .
o i  y J M q
, a í  }
q
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V a g y i s  A e l e m e i  a  B ő| B u t o l s ó  h e l y e i n  f o r d u l n a k  e l ő .
TT TT .O 1
M á s r é s z t ,  r e n d e z h e t j ü k  a  {B í\ B I l á i á k ,  k £ l }  h a l m a z -
TT _  TT .O _1
r e n d s z e r t  u g y y h o g y  a z  o l y a n  B dB - k , a m e l y e k r e  Af)(B f> B ) = { b } ,
_  ^o 11 i  ^o  11 i
a h o l  b é A d a } ,  a  {B B i l á i á k ,  k ő i }  h a l m a z r e n d s z e r
TT 7T . 'o 1
e l s ő  h e l y e i n  á l l n a k .  E z é r t  f e l t e h e t j ü k ,  h o g y  h a  A > { a } = { b , , . . . , b  },
P
a k k o r  Afl(B H B ) = { b . }  ( V i = l , . . . , p ) . E l ő f o r d u l h a t ,  h o g y  t / s ,
TT _  TT . 1_ 0  1
de  AH (B D B  )=AD(B OB  ) = { b } ,  a h o l  l á t á k ,  l < s á k  é s  b f A ^ í a } .
TT T T .  TT 7TO t  O S
E z é r t  l é t e z h e t  o l y a n  í r . ,  a m e l y r e  p < j á k  é s  AÓ(B DB ) = { b } ,
3 _  ^o  * j
a h o l  b & A Ma } .  U t á n a  k o n s t r u á l j u k  a {B^flB^ : l í i á k }  e l s ő d l e g e s  
r e n d e z é s é t .  M e g j e g y e z z ü k ,  h o g y  a z  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s  k o n s t r u k -
TT .
d ó j á b a n  a z  a ^  k i v á l a s z t á s a k o r  ( t f i = l , . . . , k )  v á l a s s z u k  k i  a  
B^n  B^ e l e m e i t  b a l r ó l  j o b b r a .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  ( tto , tt1 , . . . , )
a z  l , . . . , m  i n d e x e k  r é s z h a l m a z a  é s  a ^ B . ( y j t l á j á m  é s
k  TT .  ^
j^ÍTr.  , . . . , tt, }) . L e g y e n  C= U  { a . ^ U í a } .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a f A .
i  = l
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a z  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s  d e f i n í c i ó j a  m i a t t  
é s  a  {B 1  B : l á i á k ,  k d }  h a l m a z r e n d s z e r  k o n s t r u k c i ó j a
TT _  TT .O 1
s z e r i n t  a ^ f f A  (^1  = 1 ,  . . . , k )  . E z é r t  CCA i g a z .  M á s r é s z t ,
(a) b i z o n y í t á s a  s z e r i n t  C6Q i g a z .  T e h á t  A=C t e l j e s ü l .
E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
TT
L e g y e n  a 1 = a , e k k o r  a z  a n t i k u l c s o k o n  k e r e s z t ü l  m i n i m á l i s  k u l c s
r e p r e z e n t á c i ó j a :  k tt .
A= U  {a.  } , a h o l  käO.  
i = 0  1
K önnyen  b e l á t h a t ó ,  h o g y  a  3 . 4  T é t e l  s e g í t s é g é v e l  a d h a t u n k  
e g y  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  a z  a d o t t  a n t i k u l c s o k  h a l m a z á b ó l  
egy  m i n i m á l i s  k u l c s o t  m e g t a l á l . E z  e g y s z e r ű ,  e z é r t  e z t  m e l ­
l ő z z ü k  .
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3 . 7  M e g j e g y z é s . L e g y e n  Q nem ü r e s  v é g e s  h a l m a z .  T e t s z ő l e g e s
X ,Y ^ f i - ra  a z  (X,Y) p á r t  ( j e l ö l j e  e z t  X Y) a z  n f e l e t t i
f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g n e k  n e v e z z ü k .  A z t  m o n d j u k ,  h o g v
f
X Y i g a z  R r e l á c i ó b a n , a h o l  R={h.  , . . . , h  } ; h a  X ■* Y.
R
Az S = < n , P> p á r t ,  a h o l  P = {Xi  Y^:  X ^ Y ^ f i ,  I á i á k } ,
a z -0. f e l e t t i  r e l á c i ó s  s i m á n a k  n e v e z z ü k .
J e l ö l j e  P a z  ö s s z e s  o l y a n  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  
h a l m a z á t ,  a m e l y e k  P - b ó l  d e r i v á l h a t o k  F - a x i ó m a r e n d s z e r b e n  
l e v ő  ( F l ) , ( F 2 ) , ( F 3 ) , ( F 4 ) s z a b á l y o k  a l k a l m a z á s á v a l .
A z t  m o n d j u k ,  h o g y  X k u l c s a  S - n e k  h a  (X -*■ f i ) €Px , é s  X 
m i n i m á l i s  k u l c s a  S - n e k  h a  X k u l c s  é s  3 X ' ^  X: (X'  -> n ) é P X 
[ 5 5 ] - b e n  C. L u c c h e s s i  é s  S . L .  O s b o r n  b e b i z o n y í t o t ­
t á k ,  h o g y  k é t  a l á b b i  p r o b l é m a  N P - t e l j e s .
(1) A d o t t  r e l á c i ó s  s é m á h o z  v a n - e  e g y  o l y a n  k u l c s ,  a m e l y ­
n e k  n a g y s á g a  nem n a g y o b b ,  m i n t  e g y  a d o t t  t e r m é s z e t e s  s z á m .
(2) A d o t t  r e l á c i ó s  s é m á h o z  é s  a d o t t  a  a t t r i b ú t u m h o z  
d ö n t i  e l ,  h o g y  a  a t t r i b ú t u m  t a r t o z i k - e  v a l a m e l y  m i n i ­
m á l i s  k u l c s h o z .
L 8 J - b a n  C. B e e r i  é s  mások i g a z o l t á k ,  h o g y  h a  h e l y e t ­
t e s i t j ü k  a  r e l á c i ó s  s é m á t  r e l á c i ó v a l ,  a k k o r  (1) p r o b l é m a  
i s  N P - t e l j e s .  V a g y i s  a z  a  p r o b l é m a ,  h o g y  a d o t t  r e l á c i ó ­
h o z  v a n - e  e g y  o l y a n  k u l c s ,  a m e l y n e k  n a g y s á g a  nem n a g y o b b  
m i n t  eg y  a d o t t  t e r m é s z e t e s  s zá m ,  N P - t e l j e s .
A 3 . 4  T é t e l  a l a p j á n  b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  h a
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h e l y e t t e s i t j ü k  a  r e l á c i ó s  s é m á t  r e l á c i ó v a l ,  a k k o r  l é t e z i k  
o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y  a d o t t  r e l á c i ó h o z  d ö n t i  e l ,  hogy  
t e t s z ő l e g e s  a  a t t r i b ú t u m  t a r t o z i k - e  v a l a m e l y  m i n i m á l i s  
k u l c s h o z  é s  l e g r o s s z a b b  e s e t b e n  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o -  
m i á l i s a n  f ü g g  a  r e l á c i ó  s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
E l ő s z ö r  b e b i z o n y í t j u k  a z  a l á b b i  t é t e l t .
3 . 5  T é t e l .
f e l e t t ,
E k k o r
L e g y e n  K = ÍA ^ , . . . , A^} eg y  S p e r n e r - r e n d s z e r  az  
é s  K '*'= ÍB^ , . . . K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a .
k m
\J  A . = B. .
i = l  1 i = l  1
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  c € U  A. (A.6K)
i = 1 1
T e h á t  l é t e z i k  o l y a n  A (A É K ) ,  a m e l v r e  céA . A 3 . 4
J P P - Pm _ -1
T é t e l  m i a t t  h a  | a 1 = 1 ,  a k k o r  c i  U  B . (B .éK  ) .  A z az  
, P i = l  1rr\
c 4 n  Bi  ( B ^ K - -1-)
i = l
Ha A 5 2 ,  a k k o r  a  3 . 4  T é t e l  s z e r i n t  
P ír . 1.l é t e z i k  o l y a n  a  a t t r i b ú t u m  é s  o l y a n  { B ^ r iB  = { a , , . . . , a  }
" o  * i  r n . 'í
I á i á k ,  k ő i )  e l s ő d l e g e s  r e n d e z é s ,  a m e l y e k r e  ( ir0 / ir] _ , • • •  , ir]c )
a z  1 , . . . ,  i n d e x e k  r é s z h a l m a z a ,  a£B ( V i = l , . . . , k ) , a ^ B .
/ i  ír. 3
( b ' j t l á j á m ,  j f í i r ^  , . . . , ir^} ) é s  A = U  í a ^ J d í a } .  E k k o r  ha
nn P i  = l
c  = a ,  a k k o r  c^B^ . A zaz  c ^  f)  B^. Ha c = a ^  ( I á i á k ) ,  a k k o r  
tt. _  o i = l
m i v e l  a ^ f B ^ h B ^  i g a z  a z t  k a p j u k ,  h o g y  c^B^ . V a g y i s
, IT1 °  i  k  'TU
c j n  b T e h á t  u a .sqn n  b i a a z  
i = l  1 i = l  1 i = l  Bi  l g a z -
F o r d í t v a ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  c ^ B :  . E z é r t  van olyan
- l  l/=iB . ÉK f a m e l y r e  c^B^. V i l á g o s ,  hogy  B^uJcJ-hez l é t e z i k
A. ÉK,  hogy  ACB.ufcf. N v i l v á n  c e A . .  E z é r t  c e U A . .  E z z e l  
3 J* 1 J 3 n = 1 1
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a t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
3 . 8  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R = { h ^ , . . . , h m> e g y  r e l á c i ó  az
Í 3 = { a ^ , . . . , a n > f e l e t t .  L e g y e n  MR a z  R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .
V i l á g o s ,  h o g y  | MR | — ( ^ ") - A 2 . 2  T é t e l  m i a t t  MR=K 1 t e l j e s ü l .
A 2 . 5  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  R - b ő l  e l ő á l l í t j u k  MR- t . E n n e k
a z  e l ő á l l í t á s n a k  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l s a n  f ü g g
R s o a r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .  T é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y
k
Mr = {Bi , , B k }• E k k o r  k o n s t r u á l j u k  f t s O B .  h a l m a z t .
i = l  1 k
A 3 . 5  T é t e l  m i a t t  a z t  k a p j u k ,  h o g y  U  A=fiN B . .  N y i l v á n -  
* a 6k r 1=1 1
v a l ó ,  h o g y  Í3 \  B^ h a l m a z  e l ő á l l í t á s á n a k  i d ő b o n y o l u l t s á g a  
p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
A 3 . 5  T é t e l b ő l  é s  a 3 . 8  M e g j e g y z é s b ő l  n y i l v á n  a d ó d i k  a z  
a l á b b i :
3 . 3  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  R egy r e l á c i ó  a z  Q, f e l e t t  é s  KR 
R m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  a 
a t t r i b ú t u m  e l s ő d l e g e s , h a  l é t e z i k  o l y a n  A(A€KR) ,  a m e l y r e  
a6A i g a z .  E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y  e l d ö n t i ,  
h o g y  t e t s z ő l e g e s  a a t t r i b ú t u m  e l s ő d l e g e s  v a g y  nem.  Ennek  
a z  a l g o r i t m u s n a k  a z  i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  
R s o r a i n a k  é s  o s z l o p a i n a k  s z á m á t ó l .
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3 . 2  A l g o r i t m u s o k  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  é s  a n t i k u l c s o k  
t e l j e s  h a l m a z a i n a k  k e r e s é s é r e .
L e g y e n  a d v a  K = {B-^, . . . ,Bm> a z  g nem ü r e s  v é g e s  
h a l m a z  f e l e t t i  S p e r n e r  r e n d s z e r .  Meg a k a r j u k  k o n s t r u á l n i  
K ‘' " - é t .  q - r a  i n d u k c i ó v a l  k o n s t r u á l j u k  K - t  ( q = l , . . . ,m) 
ú g y ,  h o g y  Kg ={B1 , . . . ,Bg }- 1  .
1 .  L é p é s . K1 k o n s t r u á l á s a :  K^={fi*a :a€B-^}=B~1 .
q+1 l é p é s , Kg + ^ k o n s t r u á l á s a :  I n d u k c i ó s  f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t  
K = {B, , . . . ,B } 1 - t  m ár  m e g c s i n á l t u k .  L e g y e n e k  X, , . . .  ,xT. *■ ~1 P
a z o n  e l e m e i  Kg - n a k ,  a m e l y e k  Bg + 1 ~ e t  t a r t a l m a z z á k .  í g y
Kq ={Xl ' • • • ' Xp }UÍA6Kq : Bq + 1 ^ A } - J e l ö l 3e Fg  a {A€Kg : Bg + ^ A } - t .
i = l , . . . , p - r e  a z  1 - e s  l é p é s t  h a s z n á l v a  k o n s t r u á l j u k  {Bg+^}
a n t i k u l c s a i t  X . - n . a z a z  a z  X . - n e k  B , - e t  nem t a r t a l m a z ó  l  ' 1  q + l
m a x i m á l i s  r é s z h a l m a z a i t .
J e l ö l j ü k  e z e k e t  A ^ , . . . , A ^  - v e i  ( i = l , . . . , p ) .  L e g y e n
L i
Kq + 1 = Fq J { A j  : a J < £ a , h a  A6Fg , l S j S r ±# l S i á p } .
3 . 6  T é t e l . M i n d e g y i k  q - r a  ( l á q á m )  K = { B ^ , . . . , B  } - 1
A z a z  K =K m
- 1
B i z o n y i t á s . Az i n d u k c i ó s  f e l t e v é s t  h a s z n á l v a  b e b i z o -
- 1
n y i t j u k ,  h o g y  Kg+1={B1 , . . . ,Bg + 1 > • K é t  d o l g o t  k e l l
b e l á t n u n k .
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a )  e g y r é s z t ,  h o g y  ha  A€K^+ ^ ,  a k k o r  A m a x i m á l i s ,  B ^ - k  ( j = 1 , . . . , q + l ) 
e g y i k é t  sem t a r t a l m a z ó  r é s z e  f l - n a k .
b)  m á s r é s z t ,  h o g y  m in d e n  o l y a n  A?fi, a m e l y  m a x i m á l i s  B ^ -k  
( j  = l , . . . , q + l )  e g y i k é t  sem  t a r t a l m a z z a ,  e l e m e  K^+^ - n e k .
a )  b i z o n y í t á s a :  L e g y e n  A£Kg+^ .  Ha A € F ^ ,  a k k o r  A m a x i m á l i s
B i , . . . ,Bq e g y i k é t  sem t a r t a l m a z z a  é s  B ^ - ^ A ,  t e h á t  A m a x i m á l i s ,  
B ^ , . . . , B  ^ e g y i k é t  sem t a r t a l m a z ó  r é s z e  f i - n e k .
L e g y e n  AéK ^ - ^ F ^ .  E k k o r  k o n s t r u k c i ó j a  s z e r i n t  A=A^
v a l a m e l y  l á i á p - r e  é s  l s j á r ^ - r e .  A k o n s t r u á l á s b ó l  b e l á t h a t ó ,  
h o g y  B^ Aj  ( ^ - 1  / • • . , q + l )  •
A^ a n t i k u l c s a  {B , } - n e k  X . - r e  n é z v e ,  t e h á t  A^ = X ' { b } v a l a m e l y  1 q+1 í  j  i
b e B g +1~ r e  é s  v i l á g o s ,  h o g y  B ^+19Aj ^ í h > .
Ha a£f i^X^,  a k k o r  i n d u k c i ó s  f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t  A ^ u í a , b } = X ^ d { a } -  
h o z  l é t e z i k  o l y a n  B ( l á £ á q ) ,  a m e l y r e  B CA^l/í a  , b  } .
A j Aj
X . EK m i a t t  X. nem t a r t a l m a z z a  B, , . .  . ,B - e t .  T e h á t  a f B . .
1  q 1  1 q  l
Ha (B^vjaJ) c  a  j  , a k k o r  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  B ^C  A^ u{a} . í g y  
m i n d e n  o l y a n  B - r e  ( l S £ á q )  , a m e l y r e  B C X . d í a }  é s  A1 nem
Aj  A j 1 J
t a r t a l m a z z a  B ^ - e t ,  b € B ^ .  T e h á t  ( B ^ \ ( a , b } )  Q A ^ . A zaz  l é t e z i k  
o l y a n  A^CF^, h o g y  A^CA-^. Ez  e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y  A e K ^ ^ F ^ .
A z a z  l é t e z i k  o l y a n  B . ( l á £ á q ) ,  hogy  B C A 1u { a } .x, J
b)  b i z o n y í t á s a :  L e g y e n  A e g y  m a x i m á l i s  B ^ -k  ( j = l , . . . , q + l )  
e g y i k é t  sem t a r t a l m a z ó  r é s z e  n - n a k .  Az i n d u k c i ó s  f e l t e v é ­
s e k  s z e r i n t  l é t e z i k  o l y a n  YCK^, h o g y  A gy .
1 .  E s e t .  Ha Bg+ ^ Y ,  a k k o r  Y nem t a r t a l m a z z a  B ^ , • • • ,B g +^ - e t .
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A m a x i m á l i s  B ^ - k  ( j = 1 , . . . , q + 1 ) e g y i k é t  sem t a r t a l m a z ó  r é s z e  
f i - n a k . T e h á t  A=Y. Bg+1^Y m i a t t  AeFg , a z a z  A€Kq + 1 -
2 .  E s e t .  Ha Bq + 1 CY, a k k o r  Y=Xi  v a l a m e l y  l < i < p - r e  é s  ACA^
v a l a m e l y  l á j á r q - r e .  Ha l é t e z i k  o l y a n  A-^€Fq , h o g y  A^£A-^,
a k k o r  A£A^ . V i l á g o s ,  h o g y  A1 nem t a r t a l m a z z a  ,
B . - e t  I a m i  e l l e n t m o n d  A d e f i n í c i ó j á n a k .  A zaz  A^6K cj+1 j  q + i
é s  v i l á g o s ,  h o g y  A^ nem t a r t a l m a z z a  B-  ^, . . . ,Bq + 1 ~ e t . Az A 
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  A=A^. E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  3 . 6  T é t e l  a l a p j á n  K ^ m e g h a t á r o z á s a  
nem f ü g g  a  { B ^ , . . . , B  } s o r o z a t  s o r r e n d j é t ő l ,  m e r t  K- '1' é s  
K h a l m a z o k  e g y é r t e l m ű e n  m e g h a t á r o z z á k  e g y m á s t .
A 3 . 6  T é t e l  s z e r i n t  k o n s t r u á l j u k  a z  a l á b b i  a l g o r i t m u s t
3 . 4  A l g o r i t m u s . Az ö s s z e s  a n t i k u l c s  m e g k e r e s é s é r e  
INPUT: K={B^, . . . ,Bm> a z  fi f e l e t t  S p e r n e r  r e n d s z e r
OUTPUT: M, a h o l  M=K_1 
ADATSTRUKTÚRA:
- K [ l : m ]  K e l e m e i n e k  t ö m b j e
- M [ l : p ]  a z  a  t ö m b , a m e l y  t a r t a l m a z z a  K ^ e l e m e i t ,  a h o l
p= ( [ n / 2  ] )  , | f i | = n .
- N [ l : p ]  a z  a  t ö m b ,  a m e l y  t a r t a l m a z z a  a z  A ^ - k e t .
- A l , D 1 , D 2 , D 3 , D 4  m u n k a v á l t o z ó k .
P r o c e d u r e  ANTIKEYS(K ,M ) :
M [ 1 ] «-fi ; D l  4- 1 ;
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CIKLUS: f o r  i  1 u n t i l  m d o
T i :  b e g i n  D2 ♦ 0 ;  D3 «- 0 ;  f o r  j  ■«- 1 u n t i l  Dl do  
b e g i n  i f  K [ i ] C M [ j ]  t h e n  f o r  e a c h  q € K [ i ]  do  
b e g i n  D2 «- D2 + 1 ;N (D 2 )  + M [ j ] ' { a } ;  g o t o  UT0LS0 e n d ;
D3 «- D3 + 1;M(D3) M [ j ]  ;
UT0LS01: e m p ty
T2: e n d ;  D4 D3;
T3: i f  D3 = 0  t h e n  b e g i n  D4«-D2 f o r  q-<-l u n t i l  D2 d o  M [q] «-N [<j] ,
g o t o  UT0LS03 e n d ;
T 4 : f o r  q-<-l u n t i l  D2 d o  b e g i n  Al-<-l; f o r  p+-l u n t i l  D3 do
i f  N [q ] c M [ p ]  t h e n  b e g i n  Al-*-0;
g o t o  UT0LS02 e n d ;
UT0LS02: i f  A l  = l  t h e n  b e g i n  D4* D4 + 1 ;M (D4 ) «-N [q] e n d
e n d ;
UT0LS03: Dl +- D4 
end
N y i l v á n v a l ó ,  hogy  m a  CIKLUS i s m é t l ő  s z á m a .  J e l ö l j e  
Kq a z  n - t .  L e g y e n  Kq =Fq u { x i '*  * • ' Xp } '  a h o l  Bq+1? Xi  ( i = l , . . . , p )  
é s  Fg={A£Kg :Bg + 1 ^A) . L e g y e n  ( X ^ a  : a é B g+ q } = {A^ , . . . , A^ }
a h o l  l < i < p .  K ö n n y e n  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  a  CIKLUS q + l - e s
i s m é t l é s é h e z  a  T1 -T2  b l o k k b a n  a z  N tömb t a r t a l m a z z a  A1 - k a t
3
( l < i < p ,  l < j < s ^ ) é s  a z  M tö m b  t a r t a l m a z z a  F - t .  M i v e l  K 
1 4
é s  K ^ h a l m a z o k  e g y é r t e l m ű e n  m e g h a t á r o z z á k  e g y m á s t ,
{ X ^ , . . . , X  } ^ 0  ( a z a z  N^0) . A T3 b l o k k b a n  h a  F g = 0 ,  a k k o r
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a z  M tömb t a r t a l m a z z a  a z  N t ö m b ö t  ( a z a z  M t a r t a l m a z z a  
K ^ - t ) . A T5-UT0LS03 b l o k k b a n  h a  a k k o r  a z  a l g o r i t ­
mus a z  M tö m b b e  i l l e s z t i  a z o k a t  a z  A ^ - k e t ,  a m e l y e k r e  A^c/A 
(Va £f  ) .  V i l á g o s ,  h o g y  a  3 . 5  T é t e l  s z e r i n t  a z  a l g o r i t m u sti
m i n d e n  a n t i k u l c s o t  m e g t a l á l .
L e g y e n  r ^ = p  é s  j e l ö l j e  J ^  K^ e l e m e i n e k  s z á m á t .  E k k o r
2
a  CIKLUS q + l - e d i k  i s m é t l é s é b e n  a z  a l g o r i t m u s  0 ( n  r ^ t ^ )  e l e m i  
o p e r á c i ó t  i g é n y e l  a  l e g r o s s z a b b  e s e t b e n ,  a h o l
t
q
1 h a  z =r  , q q '
i  - r  h a £  > r  .
q q q q
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  a  CIKLUS e l s ő  i s m é t l é s é b e n  a z  a l g o r i t m u s
c s a k  0 ( n )  e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .  T e h á t  a z  a l g o r i t m u s  a
2 m-q
l e g r o s s z a b b  e s e t b e n  0 ( n  E r  t  ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l .
q=o  q q
3 . 4  K ö v e t k e z m é n y . A 3 . 4  A l g o r i t m u s  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k
a d o t t  r e n d s z e r é h e z  m e g h a t á r o z z a  a z  a n t i k u l c s o k  t e l j e s  h a l -
2m á z á t  é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  0 ( n  E r  t  ) .
q=o  q q
B e l á t h a t ó ,  h o g y  £ = |K ^ | . E z é r t  a z  o l y a n  e s e t e k b e n ,  a m e l y e k ­
r e  t e l j e s ü l  m in d e n  q - r e  ( l á q á m - 1 )  ( a z a z  K^ e l e m e i n e k
s z á m a  nem n a g y o b b ,  m i n t  Ik ^ | ) a z  a l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  
l e g f e l j e b b  0 ( | f i |  . |K | , | k | ) .  V a g y i s  e z e k b e n  a z  e s e t e k b e n  
i d ő b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á l i s a n  f ü g g  a z  a t t r i b ú t u m o k ,  a  
m i n i m á l i s  k u l c s o k  é s  a z  a n t i k u l c s o k  s z á m á t ó l .
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É r d e k e s ,  h o g y  s o k  e s e t b e n  h a  K k e v é s  m i n i m á l i s  k u l c s o t  t a r ­
t a l m a z ,  a k k o r  a z  a l g o r i t m u s  n a g y o n  h a t é k o n y .  E k k o r  i d ő ­
b o n y o l u l t s á g a  p o l i n o m i á ü s a n  f ü g g  | fi | - t ó i .
Most b e c s ü l j ü k  a 3 . 4  A l g o r i t m u s  o l y a n  i d ő b o n y o l u l t s á g á t ,  
a m e l y  c s a k  | fi | - t ó i  f ü g g .  A 4 . 4  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  b e l á t h a t ó ,  
h o g y  a z  fi t e t s z ő l e g e s  a t t r i b ú t u m a i n a k  h a l m a z á b ó l  e l ő á l l í t ­
h a t u n k  egy o l y a n  K S p e r n e r - r e n d s z e r t  ( i n p u t ) ,  a m e l y n e k  
e l e m e i n e k  s z á m a  a r á n y o s  | fi | - v a l , de  K ^ e l e m e i n e k  száma 
( o u t p u t )  e x p o n e n c i á l i s a n  f ü g g  a z  | fi |—t ó i . Ebben  a z  e s e t b e n  
k ö n n y ű  b e l á t n i ,  h o g y  a  3 . 4  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a
e x p o n e n c i á l i s a n  f ü g g  a z  a t t r i b ú t u m o k  s z á m á t ó l .  A z a z  l é t e -
i  nz i k  o l y a n  k s z á m ,  hogy  k>3* , i d ő g o n y o l u l t s á g a  0 ( k n ) .
3 . 5  K ö v e t k e z m é n y . A 3 . 4  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  e x p o n e n ­
c i á l i s a n  f ü g g  fi e l e m e i n e k  s z á m á t ó l .
A 3 .4  A l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  k o n k r é t a n  k o n s t r u á l j u k  
a z  a d o t t  S p e r n e r - r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  r e l á c i ó k a t .
Az a l á b b i  p é l d a  m e g m u t a t j a  e z t .
3 . 2  P é l d a . L e g y e n  n = { l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }  , é s  K={ ( 1 , 2 )  , ( 2 , 3 , 4 )  , (2 ,4 ,5 ) , ( 4 ,6 )  } 
E k k o r  a  3 . 5  A l g o r i t m u s  s z e r i n t
Kx = { ( 1 , 3 , 4 , 5 , 6 )  , ( 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  } ,  K2 = { ( 1 ,  3 , 4 , 5 , 6 )  , (2 ,3 ,5 ,6 )  , (2 ,4 ,5 ,6 )}  .
K3= { ( 1 , 3 , 4 , 5 , 6 ) , ( 2 , 3 , 5 , 6 ) , ( 2 , 4 , 6 ) } ,  K4={( 2 , 3 , 5 , 6 ) , ( 1 , 3 , 4 , 5 ) , ( 1 , 3 , 5 , 6 ) , ( 2 , 4 ) } .  
T e h á t  K ^"=K4 . Az 1 . 1 1  T é t e l  s z e r i n t  k o n s t r u á l j u k  a z  a l á b b i
r e l á c i ó t .
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A t t r i b ú t u m o k :
R=































E k k o r  R r e p r e z e n t á l j a  a  K - t  ( l á s d  1 . 1 1  T é t e l ) .  Most  
k o n s t r u á l j u k  a z t  a z  a l g o r i t m u s t ,  a m e l y  a z  a n t i k u l c s o k  a d o t t  
h a l m a z á h o z  m in d e n  m i n i m á l i s  k u l c s o t  m e g t a l á l . E l ő s z ö r  az  
a l á b b i  t é t e l t  b i z o n y l t j u k  b e .
3 . 7  T é t e l . L e g y e n  a d v a  e g y  Q S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  Sí f e l e t t ,  
é s  Q ^ = { B ^ , . . . ,Bm} Q a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a ,  TCQ. E k k o r  
T^Q é s  T^0 p o n t o s a n  a k k o r ,  h a  l é t e z i k  o l y a n  B h a l m a z  (BfSí) , 
a m e l y r e  BeT ^ é s  B^B^ ( V i :  I á i á m ) .
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  T $ Q é s  t ^0 .  E k k o r  
v a n  o l y a n  A h a l m a z ,  a m e l y r e  A t Q 'T .  M i v e l  Q e g y  S p e r n e r -  
r e n d s z e r  a z  Sí f e l e t t  é s  T ^ 0 ,  a z t  k a p j u k ,  h o g y  Tl/{A} i s  
S p e r n e r - r e n d s z e r .  J e l ö l j e  B a z  o l y a n  l e g n a g y o b b  h a l m a z t ,  
a m e l y r e  A?B é s  Tl/{B} S p e r n e r - r e n d s z e r .  N y i l v á n v a l ó ,  hogy  
B m i n d i g  l é t e z i k  é s  k ö n n y ű  b e l á t n i ,  h o g y  a z  a n t i k u l c s o k  
h a l m a z á n a k  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  Bé T ^ . M á s r é s z t ,  u g y a n c s a k  
a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z á n a k  d e f i n í c i ó j a  a l a p j á n  h a  AeQ, a k k o r  
A^Bi  m in d e n  i - r e  ( I á i á m ) .  T e h á t  A$B m i a t t  B^Bi  ( b * i : l á i á m ) .
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M e g f o r d í t v a  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  B h a l m a z ,  a m e l y r e  
B€T 1 é s  B^B^ ( V i i l á i á m ) .  E k k o r  T 1 l é t e z é s e  m i a t t  Tj^0. Az 
a n t i k u l c s o k  h a l m a z á n a k  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  m i n d e n  C h a l m a z r a  
(C€T) B nem t a r t a l m a z z a  C - t .  B e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  l é t e z i k  o l y a n  
B^ h a lm a z  (B^ÉQ ^ ) , h o g y  B ^fB ,  a k k o r  a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a ­
z á n a k  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  B egy  k u l c s  ( a z a z  B€áf(Q),  l á s d
3 . 2  M e g j e g y z é s t ) .  Ha Q 1 u íB }  egy  S p e r n e r - r e n d s z e r , a k k o r  a z
1 . 9  T é t e l  s z e r i n t  l é t e z i k  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  
Q=K„. E k k o r  h a  H(B)^í2,  a k k o r  a 3 . 1  Lemma s z e r i n t  v a n  o l y a n  
B ^  h a lm a z  ( B ^ Q  , h o g y  H ÍB j fB ^  . E z é r t  BfB^ t e l j e s ü l .  Ez 
e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y  B^B^ ( t f i : I á i á m ) . T e h á t  H(B)=fi  t e l j e ­
s ü l .  Azaz  B e g y  k u l c s .  E z é r t  l é t e z i k  A h a l m a z  ú g y ,  hogy  
A?B é s  AéQs T .  V a g y i s  T£Q. E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
L e g y e n  a d v a  K={B^, . .  . ,Bm) e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  
f e l e t t .  Q - t  k o n s t r u á l h a t j u k :  (Q =K) i n d u k c i ó v a l  a  k ö v e t ­
k e z ő k é p p e n  .
1 .  L é p é s . Egy  a l g o r i t m u s t  a d u n k  m eg ,  m e ly  a  K - b ó l  Q -nak  
e g y  e l e m é t  m e g t a l á l j a ,  é s  k o n s t r u á l j u k  a z  A^ m i n i m á l i s  
k u l c s o t  ( a z a z  A ^ € Q ) . L e g y e n  K^={A-^}.
i + 1  L é p é s . Ha v a n  o l y a n  B € K ^ ,  a m e l y r e  B^B^ ( fr'j : I á  jám) , 
a k k o r  eg y  o l y a n  a l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l ,  a m e l y  K - b ó l  meg­
t a l á l  eg y  m i n i m á l i s  k u l c s o t ,  k o n s t r u á l u n k  eg y  o l y a n  A^ + 1 
m i n i m á l i s  k u l c s o t ,  a m e l y  Ai + ^CB. U t á n a  l e g y e n  K^ + ^ =K^i/{A^ + ^ } .
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Ha i l y e n  B n i n c s ,  l e g y e n  Q=K^.
A 3 . 7  T é t e l  a l a p j á n  a z  a l á b b i  k ö v e t k e z m é n y  n y i l v á n v a l ó :
3 . 6
a z
K ö v e t k e z m é n y . Van o l y a n  p t e r m é s z e t e s  s zá m ,  a m e l y r e  K 
A 3 . 7  T é t e l  é s  a  3 . 6  K ö v e tk e z m é n y  a l a p j á n  m e g a d j u k  
a l á b b i  a l g o r i t m u s t .
P =Q.
3 . 5  A l g o r i t m u s . Az ö s s z e s  m i n i m á l i s  k u l c s  m e g t a l á l á s á r a  
INPUT: K={B^, . . . ,Bm> e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fl f e l e t t  . 
OUTPUT: M, a h o l  M ^=K ( a z a z  M m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e ) .
ADTASTRUKTURA:
-  K [ l : m ]  K e l e m e i n e k  t ö m b j e .
-  M [ l : p ]  a z  a  tö m b ,  a m e l y  t a r t a l m a z z a  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k
r e n d s z e r é t ,  a h o l  P = ( [ n / 2 ] ) '  l ^ l = n *
-  N [ l : p ] ,  L [ l : p ]  m u n k a t ö m b ö k .
-  A l , D l , D 2 , D 3 , D 4 , D 5 , D 6 , B , K E Y  m u n k a v á l t o z ó k .
-  M I N K E Y 2 - a lg o r i tm u s  e g y  m i n i m á l i s  k u l c s  m e g t a l á l á s á r a
P r o c e d u r e  MINKEYS(K,M):
KEZDET: D5 1 ;  s e l e c t  ELEMENT f r o m  ( ß \ K [ l ] ) ;  B K (1 ] u ELEMENT;
M [ 1 ] MINKEY2 (K,B) , KEY «- M [ l ] ;  L t l l  fi; Dl«-1; D2+0;
D3-«-0;
CIKLUS1: f o r  i  «- 1 u n t i l  D l  do
b e g i n  i f  K EY?L[i ]  t h e n  f o r  e a c h  qeKEY do  
b e g i n  D2 «- D2 + 1 ;  N(D2) «- L [ i ] ' { q } ,  g o t o  UT0LS01 e n d ;  
D3 «- D3 + 1 ; L(D3)  L [ i ]  ;
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UTOLSOl: e m p ty
e n d ;  D4 +- D 3 ;
i f  D3=0 t h e n  b e g i n  D4 +- D2; f o r  q +- 1 u n t i l  D2 
do L [q] +- N [ q ] ;  g o t o  UT0LS03 
e n d ;
f o r  q +- 1 u n t i l  D2 do  
b e g i n  Al  +  1 ;  f o r  q +- 1 u n t i l  D3 do  
i f  N [ q ] £ L [ p ]  t h e n  b e g i n  Al  +- 0 ;  g o t o  UT0LS02 e n d ;  
UT0LS02: i f  Al = l  t h e n  b e g i n  D4 +- D4 + 1 ;  L[D4]+- N[q]  e n d
e n d ;
UT0LS03 : D1+- D4 ;
D6 +- D l ;
CIKLUS2: f o r  i  +- 1 u n t i l  1 do
f o r  p +- 1 u n t i l  m do  
i f  L [ i ] f  K[p] t h e n
b e g i n  KEY + MINKEY2 ( K , L [ i ] ) ; D5 +- D5 + 1 ;
M(D5) +• KEY; Dl  +- D 6 ; g o t o  CIKLUSl 
en d
K. . =K.U{A. . }  m i a t t  é s  a  3 . 6  T é t e l  s z e r i n t  a  K . ^ - b ő l  
l + l  i  l + l  i
é s  A^+^ - b ő l  e l ő á l l í t j u k  a K ^ ^ - e t .  Könnyen  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  
D5 t a r t a l m a z z a  a m i n i m á l i s  k u l c s o k  s z á m á t .  A KEZDET b l o k k ­
ban  M[1] a z  e l s ő  m i n i m á l i s  k u l c s .  A CIKLUS-UT0LS03 b l o k k b a n  
a  3 .5  A l g o r i t m u s h o z  h a s o n l ó a n  a z  a l g o r i t m u s  a  K ^ - ^ - e t  (V i> 0 )  
t a l á l j a  m e g .
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A CIKLUS2 b l o k k b a n  a z  a l g o r i t m u s  m e g h a t á r o z z a ,  h o g y  l é t e z i k - e
o l y a n  B h a l m a z  ( B 6 K ^ ^ ) , a m e l y r e  B^B^ m i n d e n  j - r e  ( l s j á m )  ,
a h o l  B=L [ i ] . Ha n i n c s  i l y e n  B, a k k o r  a  3 . 6  T é t e l  é s  a  3 . 6
K ö v e tk e z m é n y  s z e r i n t  l e g y e n  Q=K^ ( a z a z  K p ^ = K ) .
B e l á t h a t j u k ,  h o g y  ha  B € K ^ ^  ( O á i á p - 1 )  é s  v a n  o l y a n
j  i n d e x ,  a m e l y r e  l s j á m  é s  B / B ^ , a k k o r  B^B^ m i n d e n  l - r e
( l í & m ) .  A 3 . 7  T é t e l  é s  a  3 . 6  K ö v e t k e z m é n y  a l a p j á n  a  3 . 5
A l g o r i t m u s  m e g t a l á l j a  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  t e l j e s  r e n d s z e r é t
a z  a n t i k u l c s o k  a d o t t  h a l m a z á b ó l .
A 3 . 4  A l g o r i t m u s h o z  h a s o n l ó  b i z o n y í t á s s a l  b e l á t h a t ó ,
h o g y  h a  k j e l ö l i  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  s z á m á t  ( a z a z  k a
CIKLUS1-UT0LS03 b l o k k  i s m é t l ő  s z á m a ) , a k k o r  CIKLUS1-UT0LS03
2 k _ 1b l o k k b a n  a z  a l g o r i t m u s  0 ( n z E r  t  ) e l e m i  o p e r á c ó t ,  a
k q=o  q q
CIKLUS2 b l o k k b a n  0 ( n . m  E i  ) e l e m i  o p e r á c i ó t  i g é n y e l  a
q = l  q
l e g r o s s z a b b  e s e t b e n ,  a h o l  i  a  K e l e m e i n e k  s z á m a ,q q
t  = .
q
p 1 h a  l  = r
q q
 ^r  h a  fc > r
q q q q
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  í,^.=m.
( L á s d  3 . 4  A l g o r i t m u s t ) .
T e h á t  t r i v i á l i s  a z  a l á b b i .
3 . 7  K ö v e t k e z m é n y . A 3 . 5  A l g o r i t m u s  a z  a n t i k u l c s o k  a d o t t
h a l m a z á b ó l  m e g h a t á r o z z a  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  t e l j e s  r e n d -
k - i  2
s z e r é t  é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  0 (n E (m£ + n r  t  )+m + n ) ) .
q = l q q
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  3 . 5  A l g o r i t m u s  h a t é k o n y ,  h a  a  m i n i m á l i s
k u l c s o k  szám a k e v é s .
138
Az o l y a n  e s e t e k b e n ,  a m e l y e k r e  í < m  ( \ / q : l á q á k - 1 ) ( a z a z  K 1
SÍ Sí
e l e m e i n e k  szám a  l e g f e l j e b b  m ) , b e l á t h a t ó ,  h o g y  a z  a l g o r i t m u s
2 2i d ő b o n y o l u l t s á g a  l e g f e l j e b b  0 ( n  .m . k ) .
A 3 . 6 ,  3 . 7  T é t e l e k  é s  a  3 . 6  K ö v e t k e z m é n y  a l a p j á n ,  é s  
m i v e l  a  3 . 4  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  e x p o n e n c i á l i s a n  f ü g g  
a z  | f i | - t ó l ,  a d ó d i k  a z  a l á b b i :
3 . 8  K ö v e t k e z m é n y . A 3 . 5  A l g o r i t m u s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  e x p o n e n ­
c i á l i s a n  f ü g g  fi e l e m e i n e k  s z á m á t ó l .
3 . 9  M e g j e g y z é s . L e g y e n  R egy  r e l á c i ó  a z  fi f e l e t t ,  é s  
M az  R m a x i m á l i s  r e n d s z e r e .K
A 2 .5  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  R - b ő l  e l ő á l l í t h a t j u k  MR- t .  A 2 . 2  
T é t e l  m i a t t  M =K ^ . U t á n a  a  3 . 5  A l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  
M - b ő i  m e g t a l á l j u k  R ö s s z e s  m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r é t .  
T é t e l e z z ü k  f e l ,  h o g y  KR=(A 1 , . . . ,Ak > . K o n s t r u á l j u k  a z  S=<fi ,P> 
r e l á c i ó s  s é m á t ,  a h o l  P={Ai -»-fi : l á i á k ) .  [8] s z e r i n t  a z t  
t u d j u k ,  h o g y  S ö s s z e s  m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e  é p p e n  KD .
3 . 1 0  M e g j e g y z é s .  L e g y e n  S=<fi,P> e g y  r e l á c i ó s  séma a z  
f e l e t t  ( L á s d  3 .7  M e g j e g y z é s t ) .  J e l ö l j e  Kc S ö s s z e s  m i n i -  
m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r é t .  N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  Kg S p e r n e r -  
r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .
J e l ö l j ü k  P - g a l  a z  ö s s z e s  o l y a n  f u n k c i o n á l i s  f ü g g ő s é g e k  
h a l m a z á t ,  a m e l y e k  p - b ő l  d e r i v á l h a t ó k  F - a x i ó m a r e n d s z e r b e n
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l e v ő  ( F l )  , (F2) , (F3) , ( F 4 ) s z a b á l y o k  a l k a l m a z á s á v a l .  L e g y e n  
AX= { a 6 í ! : (A  -* ( a } )  f  PX} m i n d e n  A C n - r a .
T u d j u k ,  ( [ 1 0 ] ) ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  a l g o r i t m u s ,  a m e l y  A - b ó l  
(ACfi) t a l á l  meg A - t  é s  i d ő b o n y o l u l t s á g a  l i n e á r i s .
L e g y e n  Tg = (A£ft : AX=A é s  : BX^Í2, AX^ B X } .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  2 . 2  T é t e l h e z  h a s o n l ó  b i z o n y í t á s s a l  a z t  
k a p j u k ,  h o g y  Ks ^= T g .  Ha H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  f e l e t t ,  
a k k o r  a  3 . 1  Lemma s z e r i n t  H m a x i m á l i s  z á r t
h a l m a z a i n a k  a  r e n d s z e r e .  V i l á g o s ,  h o g y  a d o t t  S r e l á c i ó s  
s é m á b ó l  é s  a d o t t  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó b ó l  k o n s t r u á l h a t j u k  
T g - t  é s - t . A  3 . 5  A l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  Tg - b ő l  é s  
b ó l  m e g t a l á l j u k  K - t  é s  K - t .
L e g y e n  G=<V,E> i r á n y i t a t l a n  v é g e s  g r á f ,  a h o l  V a  s z ö g ­
p o n t o k ,  E a z  é l e k  h a l m a z a  é s  V^0.
[2] s z e r i n t  G é l l e f o g á s á n a k  e g y  SgV r é s z h a l m a z á t  n e v e z z ü k ,  
h a  b á r m e l y  é l e  G -n e k  i l l e s z k e d i k  S v a l a m e l y  s z ö g p o n t j á h o z .
É l l e f o g á s  p r o b l é m a
I n p u t :  G=<V,E> i r á n y i t a t l a n  g r á f ,  k < | v | .
K é r d é s :  v a n - e  S g v  é l l e f o g á s ,  a m e l y r e  | S | á k .
T u d j u k ,  ( [ 2 ] ) ,  h o g y  a z  é l l e f o g á s  p r o b l é m a  N P - t e l j e s .  
M e g f o g a l m a z z u k  a z  a l á b b i  p r o b l é m á t :
A n t i k u l c s  p r o b l é m a .
I n p u t :  K={B1 , . . . ,Bm> e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi = { a ^  , . . . , a n > 
f e l e t t ,  é s  k < n .
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K é r d é s :  v a n - e  Acfi, | A | á k ,  a m e l y r e  A^B^ ( V i = l , . . . , m ) .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  a  f e n t i  k é r d é s  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  h a  K 
a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z a ,  a k k o r  v a n - e  l e g f e l j e b b  k - e l e m ü  k u l c s .
3 . 8  T é t e l . Az a n t i k u l c s - p r o b l é m a  N P - t e l j e s .
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r  l á s s u k  b e ,  h o g y  a z  a n t i k u l c s - p r o b l é m a  
N P - b e l i .  T e k i n t s ü k  a  k ö v e t k e z ő  k ö n n y ű  a l g o r i t m u s t ,  Nem- 
d e t e r m i n i s z t i k u s a n  k i v á l a s s z u k  n - n a k  o l y a n  A r é s z h a l m a z á t ,  
a m e l y r e  | A | á k .  M i n d e g y i k  B ^ - r e  ( i = l , . . . , m )  e l l e n ő r i z z ü k ,  h o g y  
A^B^ i g a z - e .
V i l á g o s ,  h o g y  ez  a z  a l g o r i t m u s  p o l i n o m i d e j ü  n e m d e t e r m i n i s z t i k u s  
M ost  m e g m u t a t j u k ,  h o g y  a z  é l l e f o g á s - p r o b l é m a  p o l i n o m  i d ő b e n  
v i s s z a v e z e t h e t ő  a z  a n t i k u l c s  p r o b l é m á r a .
L e g y e n  G= <V,E> i r á n y i t a t l a n  g r á f ,  k s | V | , n = V  é s  
K={í2 \{ai , a j } :  ( a ^ a ^  )6E }  .
Ha ACfi, | A | S k  é s  A^B m in d e n  BCK-ra  a k k o r  K d e f i n í c i ó j a  
s z e r i n t  A f l í a ^ , a ^ >^0 ( V ( a ^ , a ^ ) £E) . E z é r t  A a  G é l l e f o g á s a .  
F o r d i t v a ,  h a  SCV é l l e f o g á s ,  a k k o r  K é s  S d e f i n í c i ó i  s z e r i n t  
S^B m in d e n  B - r e  (BéK) . T e h á t  a z  ( n , K , k )  a n t i k u l c s - p r o b l é m á r a  
i g e n l ő  a  v á l a s z  a k k o r  é s  c s a k  a k k o r ,  h a  a  (G=<V,E>,k)  é l l e ­
f o g á s  p r o b l é m á r a  ig e n lő  a  v á l a s z .  A v i s s z a v e z e t é s  n y i l v á n  
p o l i n o m i d e j ü .  Az a n t i k u l c s - p r o b l é m a  t e h á t  l e g a l á b b  o l y a n  
n e h é z ,  m i n t  a z  é l l e f o g á s - p r o b l é m a , ez  u t ó b b i  N P - t e l j e s ,  i g y  
a z  a n t i k u l c s - p r o b l é m a  N P - n e h é z .
De l á t t u k ,  h o g y  N P - b e l i ,  t e h á t  N P - t e l j e s .  E z z e l  a  t é t e l t  b e ­
b i z o n y í t o t t u k  .
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3 . 1 1  M e g j e g y z é s . A 3 . 8  T é t e l  é s  a z  1 . 1 1  T é t e l  a l a p j á n  k ö n n y e n  
b e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  a z  a  p r o b l é m a ,  h o g y  a d o t t  r e l á c i ó h o z  
v a n - e  egy  o l y a n  k u l c s ,  a m e l y n e k  n a g y s á g a  nem n a g y o b b ,  m i n t  
e g y  a d o t t  t e r m é s z e t e s  s z á m ,  N P - t e l j e s .
[ 8 ] - b a n  b e b i z o n y í t o t t á k  e z t  a  p r o b l é m á t  más m ó d s z e r r e l .
3 . 1 2  M e g j e g y z é s . [ 2 2 ] - b e n  b e v e z e t t é k  a z  a t t r i b u t u m h a l m a z o n  
é r t e l m e z e t t  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k  h a l m a z a  f e l e t t i  k é t v á l t o z ó s  
r e l á c i ó t  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n :
L e g y e n  P a z  fi f e l e t t i  ö s s z e s  l e z á r á s i  o p e r á c i ó k  h a l m a z a .  
H , H ' € P - r e  j e l ö l j e  H á H ' ,  h a  m in d e n  A £ f i - r a  H ' (A )CH (A )  ( 1 ) .  
B e l á t h a t ó ,  h o g y  (1) r e l á c i ó  p a r c i á l i s  r e n d e z é s i  é s  ( l ) - r e  
P e g y  p a r c i á l i s  r e n d e z e t t  h a l m a z .
Ha HSH' é s  H ' / H ' ,  a k k o r  j e l ö l j e  H < H ' .
[22] b e b i z o n y í t o t t a ,  h o g y  HSH' p o n t o s a n  a k k o r  i g a z ,  h a  
Z ( H )QZ (H' ) ,  a h o l  H ,H '  k é t  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  fi f e l e t t  é s  
Z ( H ) = {ACfi: H (A )= A } .
3 . 9  T é t e l . L e g y e n  K eg y  S p e r n e r  r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t ,  é s  K- ^ 
a  K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a .  M inden  A ^ f i - r a .
H (A) =
D b h a  3 B€K_ 1 : ACB 
Acb
BÉK- 1
k ü l ö n b e n .
142
Á l l i t j u k ,  h o g y  H o l y a n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  K^=K é s  
h a  H' t e t s z ő l e g e s  o l y a n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  h o g y  K ^ ,= K ,  a k k o r  
HSH# .
B i z o n y i t á s . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  H e g y  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  az  
f e l e t t .  V i l á g o s ,  hogy  m i n d e n  BfK ^ - r e  H(B)=B. V a g y i s  B f Z ( H ) .  
M á s r é s z t ,  m i v e l  K 1 e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t ,
(/^j =K i g a z .  A 3 . 1  Lemma m i a t t  K ^ ^ . T e h á t  KH=K, m e r t
K é s  K h a l m a z o k  e g y é r t e l m ű e n  m e g h a t á r o z z á k  e g y m á s t .  T együk  
f e l ,  hogy  H '  e g y  o l y a n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  K „ ,=K .“ il
B e l á t h a t ó ,  h o g y  Z(H)=(K 'S  + ( l á s d  1 . 7  D e f i n í c i ó t ) .  A 3 . 1
=K i g a z .  V a g y i s  
Z( H) <f Z( H' ) .  A 3 .1 2  M e g j e g y z é s  s z e r i n t  HSH ' .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  H e g y e t l e n  o l y a n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  m e l y r e  
K =K é s  m i n d e n  H' l e z á r á s i  o p e r á c i ó r a  (K„, = K , H ' / H )  H<H' i g a z .n n
E z z e l  a t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A 3 . 9  T é t e l  a l a p j á n  n y i l v á n v a l ó  a z  a l á b b i :
Lemma m i a t t
A H
,=K~!=K 1 E z é r t  y«H ,
3 . 9  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  K egy  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z _ f l  f e l e t t ,  
é s  K 1 a K a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a .  J e l ö l j e  V a { H : H a z  fi f e l e t t i  
o l y a n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  K =K} h a l m a z t .  N y i l v á n v a l ó ,n
h o g y  (1) r e l á c i ó r a  V p a r c i á l i s  r e n d e z e t t  h a l m a z .  M inden  ACfi- ra
. - 1
H1 (A)
c  B h a  :ACB,
ACB
- 1BéK
fi k ü l ö n b e n .
E k k o r  o l y a n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  a m e l y  V p a r c i á l i s  r e n d e z e t t  
h a l m a z  e g y e t l e n  m i n i m á l i s  e l e m e .
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4 .  FEJEZET
S p e c i á l i s  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e i
A f e j e z e t  f ő c é l j a  n é h á n y  s p e c i á l i s  m i n i m á l i s  k u l c s  
r e n d s z e r e i v e l  k a p c s o l a t o s  v i z s g á l a t o k  i s m e r t e t é s e .
Számos d o l g o z a t  f o g l a l k o z i k  a  s p e c i á l i s  m i n i m á l i s  
k u l c s o k  r e n d s z e r e i r e  v o n a t k o z ó  k o m b i n a t o r i k a i  p r o b l é m á k k a l .  
T u d j u k ,  ( C5 U, C3 5lJ) h o g y  a d o t t  nem ü r e s  K S p e r n e r  r e n d s z e r h e z  
l é t e z i k  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  h o g y  K=K„. Á l t a l á b a n  t ö b bn
i l y e n  l e z á r á s i  o p e r á c i ó  v a n .
T e r m é s z e t e s  k é r d é s ,  h o g y  m i l y e n  K S p e r n e r - r e n d s z e r r e  l é t e z i k  
p o n t o s a n  egy  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó ,  h o g y  K=KH .
C 4 2 l - b e n  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  a  t e l i t e t t  S p e r n e r -  
r e n d s z e r e k  ( l á s d  1 . 2 0  D e f i n í c i ó t )  k i e l é g í t i k  e z t  a  k ö v e t e l ­
m é n y t  .
Ebben  a  f e j e z e t b e n  b e v e z e t ü n k  n é h á n y  s p e c i á l i s  
S p e r n e r - r e n d s z e r t , a m e l y e k  t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r e k r e  
v o n a t k o z n a k .  E z e k  u . n .  b e á g y a z o t t ,  t a r t a l m a z ó ,  
e g y e s i t e t t  é s  v a l ó d i  e g y e s i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r e k  (a 4 . 1 ,  
4 . 2 ,  4 . 3 ,  4 . 4  D e f i n í c i ó k ) .  M e g m u t a t j u k ,  h o g y  a z  a l á b b i a k  
e k v i v a l e n s e k  e g y m á s s a l .
(1) K t e l i t e t t ,
(2) K b e á g y a z o t t ,
(3) Q t a r t a l m a z ó ,
a h o l  Q o l y a n  S p e r n e r  r e n d s z e r ,  a m e l y r e  Q ^=K (a 4 . 1 ,  4 . 2
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T é t e l e k ) .  Egy s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l t  a d u n k  a r r a ,  
hogy  t e t s z ő l e g e s  S p e r n e r - r e n d s z e r  e g y e s i t e t t  (a  4 . 3  T é t e l )  
l e g y e n .  B e b i z o n y í t j u k ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  K S p e r n e r  r e n d s z e r  
a m e l y r e  K t e l i t e t t  ( b e á g y a z o t t ,  t a r t a l m a z ó ,  e g y e s i t e t t ) ,  
d e  K 1 v a g y  Q nem t e l i t e t t  ( b e á g y a z o t t ,  t a r t a l m a z ó ,  e g y e ­
s i t e t t )  ( a  4 . 5  T é t e l ) .  Egy e r e d m é n y t  (a 4 . 6  T é t e l )  
i s m e r t e t ü n k ,  a m e l y  b e c s ü l i  a  n a g y  s ( K ) - k a t  ( l á s d  1 . 1 9  De­
f i n í c i ó t  é s  1 . 1 8  T é t e l t ) .
A 3 .  f e j e z e t h e z  h a s o n l ó  j e l e n  f e j e z e t b e n  h a  e g y  S p e r n e r  
r e n d s z e r  a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r é n e k  ( a z  a n t i k u l c s o k  
h a l m a z á n a k )  s z e r e p é t  j á t s s z a ,  a k k o r  f e l t é t e l e z z ü k ,  h o g y  e z  
a S p e r n e r - r e n d s z e r  nem ü r e s  (nem t a r t a l m a z z a  H - t )
4 . 1  A t e l i t e t t  g p e r n e r - r e n d s z e r e k k e l  k a p c s o l a t o s  m i n i m á l i s  
k u l c s o k  r e n d s z e r e i
T u d j u k  ( a  1 . 2 0  D e f i n í c i ó ) ,  h o g y  e g y  K S p e r n e r - r e n L d s z e r  
t e l i t e t t ,  h a  t e t s z ő l e g e s  B h a l m a z r a  (B^K) K UJBf nem S p e r n e r  
r e n d s z e r .  B e v e z e t j ü k  a z  a l á b b i  f o g a l m a t .
4 . 1  D e f i n í c i ó . L e g y e n  a d v a  eg y  K S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  J1  
f e l e t t .  A z t  m o n d ju k ,  h o g y  K b e á g y a z o t t ,  h a  t e t s z ő l e g e s  A h a l  
m azra  (A6K) T v a n  o l y a n  B h a l m a z  (B6'Q) , a m e l y r e  A cB , a h o l
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4 . 1  M e g j e g y z é s . M i v e l  K é s  K ^ h a l m a z o k  e g y é r t e l m ű e n  
m e g h a t á r o z z á k  e g y m á s t ,  e z é r t  eg y  K S p e r n e r  r e n d s z e r h e z  
p o n t o s a n  egy  o l y a n  Q S p e r n e r  r e n d s z e r  l é t e z i k ,  h o g y  Q '*'=K.
Az a l á b b i  p é l d a  m e g m u t a t j a ,  h o g y  l é t e z i k  o l y a n  K t e l i ­
t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r , h o g y  K ^ nem t e l i t e t t .
4 . 1  P é l d a . L e g y e n  í l = { l , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 }  é s  N = { ( 1 ,2 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  . ( 5 , 6 ) } .  
B e l á t h a t ó ,  h o g y  N- 1  = { ( 1 , 3 , 5 )  , ( 1 , 3 , 6 )  , ( 1 , 4 , 5 )  , ( 1 , 4 , 6 )  , 
( 2 , 3 , 5 ) ,  ( 2 , 3 , 6 ) ,  ( 2 , 4 , 5 ) ,  ( 2 , 4 , 6 ) } .
L e g y e n  K= No»N 1 . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  K t e l i t e t t  
S p e r n e r - r e n d s z e r .
A 3 . 4  A l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  b e l á t h a t ó ,  h o g y
K- 1  - { ( 1 , 3 ) , ( 1 , 4 ) ,  ( 1 , 5 ) ,  ( 1 , 6 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 2 , 4 ) ,  ( 2 , 5 ) ,
( 2 , 6 ) ,  ( 3 , 5 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  ( 4 , 6 ) } .
V i l á g o s ,  h o g y  K '* ' t '{ l ,2}  e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  ü 
-1f e l e t t .  T e h á t  K nem t e l i t e t t .  Ennek  e l l e n é r e  i g a z  a
k ö v e t k e z ő :
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4 . 1  T é t e l . L e g y e n  a d v a  e g y  K S p e r n e r  r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .
K p o n t o s a n  a k k o r  t e l i t e t t ,  h a  K 1 b e á g y a z o t t .
B i z o n y í t á s . T e g y ü k  f e l ,  h o g y  K egy  t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r . 
E k k o r  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  K 1 d e f i n í c i ó j a  é s  K t e l í t e t t s é g e  
s z e r i n t  K ^ b e á g y a z o t t .  F o r d i t v a  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  K ^ eg y  b e ­
á g y a z o t t  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  d e  K nem t e l i t e t t .  E k k o r  l é t e z i k  
o l y a n  A (Acfi) , a m e l y r e  KlHA} egy  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  -H. 
f e l e t t .  M i v e l  K nem t e l i t e t t ,  t e t s z ő l e g e s  C - r e  (Cé'K) a z t  k a p ­
j u k ,  hogy C£fi .  Azaz  fi^K. T e h á t  k o n s t r u á l h a t u n k  e g y  o l y a n  
B h a l m a z t ,  a m e l y r e  A<=B é s  KU{B) e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi 
f e l e t t ,  é s  t e t s z ő l e g e s  B '  h a l m a z r a  (Bo b ' )  l é t e z i k  o l y a n  
C€K,  hogy  C c B ' . B e l á t h a t ó ,  h o g y  B£K ^ . Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  
h o g y  K ^ b e á g y a z o t t  S p e r n e r - r e n d s z e r .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i ­
z o n y í t o t t u k  .
í g y  b e v e z e t h e t j ü k  a  b e á g y a z o t t  S p e r n e r - r e n d s z e r t  a z é r t ,  
h o g y  v i z s g á l n i  t u d j u k  a  t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r e k  a n t i k u l -  
c s a i n a k  h a l m a z a i t .  D e f i n i á l j u k  a z  a l á b b i  S p e r n e r - r e n d s z e r e k  
m i n i m á l i s  k u l c s a i n a k  r e n d s z e r e i t ,  h a  a  t e l i t e t t  S p e r n e r -  
r e n d s z e r e k  a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z a i n a k  s z e r e p é t  j á t s s z á k .
4 . 2  D e f i n í c i ó .  Leg y en  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .
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A z t  m o n d j u k ,  h o g y  K t a r t a l m a z ó  S p e r n e r - r e n d s z e r , h a  t e t ­
s z ő l e g e s  A h a l m a z h o z  M£K) l é t e z i k  o l y a n  B h a l m a z  (B€K ,
a m e l y r e  B^A.
4 . 2  T é t e l . L e g y e n  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .  K 
a k k o r  é s  c s a k  a k k o r  t a r t a l m a z ó ,  h a  K ^ t e l i t e t t .
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  K egy t a r t a l m a z ó  S p e r n e r -  
r e n d s z e r ,  d e  K ^ nem t e l i t e t t .  K ^ d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  l é ­
t e z i k  o l y a n  B h a l m a z  ( B f (K ^ ) , a m e l y r e  K \ ; { B }  egy  S p e r n e r -  
r e n d s z e r .  Az 1 . 9  T é t e l  s z e r i n t  K - h o z  v a n  o l y a n  H l e z á r á s i  
o p e r á c i ó ,  a m e l y r e  KH=K. Ha H( B) c f i ,  a k k o r  a 3 . 1  Lemma s z e r i n t  
v a n  o l y a n  A£K ^ , a m e l y r e  H(B)CA, m e r t  a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z a  
m a x i m á l i s  z á r t  h a l m a z o k  r e n d s z e r e .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y  
K 1 u{B} e g y  S p e r n e r  r e n d s z e r .  T e h á t  B e g y  k u l c s a  H -n a k  ( a z a z  
H( B) = f i ) . Egy m i n i m á l i s  k u l c s o t  m e g t a l á l ó  a l g o r i t m u s  s e g í t s é ­
g é v e l  ( p é l d á u l  3 . 1  A l g o r i t m u s )  e l ő á l l í t h a t u n k  o l y a n  B '  h a l ­
m a z t  (B '£ B )  , a m e l y r e  B '£ K .  V i l á g o s ,  h o g y  K_ ^ u { B '}  egy  
S p e r n e r - r e n d s z e r .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y  K e g y  t a r t a l m a z ó  
S p e r n e r - r e n d s z e r .  A zaz  K 1 t e l i t e t t .  F o r d i t v a ,  t e g y ü k  f e l ,  
h o g y  K ^ t e l i t e t t .  Könnyen  b e l á t h a t j u k ,  h o g y  a z  a n t i k u l c s o k  
h a l m a z a  é s  a  t e l t i e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r  d e f i n í c i ó i  s z e r i n t  
K t a r t a l m a z ó .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A 4 . 1 ,  4 . 2  T é t e l e k b ő l  n y i l v á n  a d ó d i k  a z  a l á b b i
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4 . 1  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  K egy  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .  
L e g y e n  t o v á b b á  Q o l y a n  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  a m e l y r e  Q 1 =K. E k ­
k o r  a k ö v e t k e z ő k  e k v i v a l e n s e k  e g y m á s s a l :
(1) K t e l i t e t t ,
(2) K ^ b e á g y a z o t t ,
(3) Q t a r t a l m a z ó .
B e l á t h a t ó ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  K S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  Kl/K 1 v a g y  
S p e r n e r - r e n d s z e r , v a g y  nem .  De h a  KUK  ^ egy  S p e r n e r  r e n d s z e r ,  
a k k o r  KUK t e l i t e t t .
4 . 3  D e f i n i c i ó . L e g y e n  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .
A z t  m o n d j u k ,  h o g y  K e g y e s i t e t t ,  h a  KUK 1 S p e r n e r - r e n d s z e r .
A zaz  h a  K e g y e s i t e t t ,  a k k o r  KUK  ^ t e l i t e t t .
V i l á g o s ,  h o g y  a  4 . 1  P é l d á b a n  l é v ő  N h a l m a z r e n d s z e r  e g y e s i t e t t .  
Egy s z ü k s é g e s  é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l é t  a d j u k  a n n a k ,  h o g y  t e t ­
s z ő l e g e s  S p e r n e r  r e n d s z e r  e g y e s i t e t t  l e g y e n .
4 . 3  T é t e l . L e g y e n  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .  E k k o r
K p o n t o s a n  a k k o r  e g y e s i t e t t ,  h a  t e t s z ő l e g e s  A h a l m a z r a  (A6K) 
l é t e z i k  o l y a n  B h a l m a z  (Bé(K , a m e l y r e  AgB , a h o l  (K 1 ) ^
K  ^ a n t i k u l c s a i n a k  h a l m a z a .
B i z o n y í t á s . E l ő s z ö r ,  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  K e g y e s i t e t t  é s  A£K.
Az 1 . 9  T é t e l  s z e r i n t  v a n  o l y a n  H l e z á r á s i  o p e r á c i ó  a z  fi 
f e l e t t ,  a m e l y r e  K =K ^ . Ha H(A)=fi  t e l j e s ü l ,  a k k o r  a  H l e -  
z á r á s i  o p e r á c i ó  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  v a n  o l y a n  C h a l m a z
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(CéK ■*■) , a m e l y r e  CCA.  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  h o g y  K e g y  e g y e ­
s i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r . T e h á t  H( A) ^f t .  A 3 . 1  Lemma s z e r i n t  
a z  a n t i k u l c s o k  h a l m a z a  a  m a x i m á l i s  z á r t  h a l m a z o k  r e n d s z e r e .
E z é r t  H ( A ) - h o z  l é t e z i k  o l y a n  B h a l m a z  ( Bé( K , a m e l y r e
ACH (A)CB.
F o r d i t v a  t e g y ü k  f e l ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  A h a l m a z r a  (A£K) 
v a n  o l y a n  B h a l m a z  (B£(K ^ ) ,  a m e l y r e  A ? B .
L e g y e n  T={Bf(K ^ ; JA € K : A<?B } . B e l á t h a t ó ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  
P S p e r n e r - r e n d s z e r h e z  h a  DéP,  a k k o r  v a g y  P ^ l/{D} e g y  S p e r n e r -  
r e n d s z e r ,  v a g y  l é t e z i k  o l y a n  C h a l m a z  (C€P , a m e l y r e  C^D. 
V i l á g o s ,  h o g y  AcB m i a t t  é s  K ^ d e f i n i c i ó j a  s z e r i n t  t e t s z ő ­
l e g e s  S h a l m a z h o z  (S£K "*") TU{S} egy  S p e r n e r - r e n d s z e r .  E z é r t  
Kd{S} i s  e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r .  A zaz  KdK ^ e g y  S p e r n e r -  
r e n d s z e r .  E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
V i lág o s ,  hogy ha K egy e g y es i  t e t t  Spe rne r - rendszer ,  a k k o r  K- 1  é s  (K- 1 ) K  
nem t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r e k .
4 . 2  P é l d a . L e g y e n  n = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }  é s  K = { ( 1 , 2 , 3 ) , ( 2 , 3 , 4 ) } .
A 3 . 4  A l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  a z t  k a p j u k ,  h o g y  
K- 1  = { ( 1 , 2 , 4 , 5 ) , ( 1 , 3 , 4 , 5 ) ,  ( 2 , 3 , 4 ) }  é s
(K "1 ) " 1 = { ( 1 , 2 , 3 , 5 )  , ( 1  A  5) , ( 1 , 4 , 3 ) , ( 3 , 4 , 5 )  , ( 1 , 2 , 4 )  , ( 2 , 4 , 5 ) } .  
V i l á g o s ,  h o g y  K eg y  e g y e s i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  d e  K ^ nem 
e g y e s i t e t t ,  m e r t  ( 1 , 4 , 5 ) f ( K 1 é s  ( 1 , 2 , 4 , 5 ) €  K 1 ( a z a z  
K ^ U (K ^ ^  nem S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  Í2 f e l e t t . )
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4 . 4  D e f i n í c i ó . L e g y e n e k  K ^ , K 2 k é t  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  n
f e l e t t .  A z t  m o n d j u k ,  h o g y  a  v a l ó d i  t e l i t e t t  S p e r n e r -
r e n d s z e r ,  h a  K t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  é s  h a  A€K^, a k k o r  
A^ ÉK2 ( a z a z  K1d K 2 =0) .
4 . 2  M e g j e g y z é s . Könnyen b e l á t h a t ó ,  h o g y  h a  K ^ , K 2 S p e r n e r -  
r e n d s z e r e k ,  a k k o r  K ^ u ^  v a g y  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  v a g y  nem. 
V i l á g o s ,  h o g y  h a  K ^ i ^  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  a k k o r  K^ K2 va<3Y 
t e l i t e t t  v a g y  nem. Ha K^0k 2 t e l i t e t t ,  a k k o r  e l ő f o r d u l h a t ,  
h o g y  K-jfl K2 ^ 0  v a g y  K^AK2 =0 .  Ez u t ó b b i  a  v a l ó d i  t e l i t e t t  
S p e r n e r - r e n d s z e r .
V i l á g o s ,  hogy  h a  K e g y  e g y e s i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r ,  a k k o r  
KOK v a l ó d i  t e l i t e t t .
4 . 4  T é t e l . L e g y e n  a d v a  e g y  K s p e r n e r - r e n d s z e r  a z  íj f e l e t t .
E k k o r  KU(K 1 ) 1 nem v a l ó d i  t e l i t e t t  S p e r n e r  r e n d s z e r .
B i z o n y í t á s . N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  K ^ e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r .  E l ő ­
s z ö r  v i z s g á l j u k  a z  e l s ő  e s e t e t :  K ^ t e l i t e t t .  E k k o r  a 4 . 2  
T é t e l  s z e r i n t  l e g y e n  T^={BtK ^ :9 A £ K :B £ A } , a  4 . 1  T é t e l  
s z e r i n t  p e d i g  l e g y e n  T2={B€K ^ :3C£(K "*':C£B}. Könnyen b e l á t ­
h a t ó ,  h o g y  T ^ 0  é s  T2 ^ 0 .  T eg y ü k  f e l ,  h o g y  T ^ ) T 2 = 0 .  E k k o r  
K 1 d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  v a n  o l y a n  C-^(C^é(K ^ , a m e l y r e
T2U{C1 > e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  hogy  K ^ 
t e l i t e t t .  T e h á t  T ^ T 2 ^ 0 .  A z a z  K0(K ^ nem S p e r n e r - r e n d s z e r  
a z  -0. f e l e t t .  V a g y i s  KU(K ^ nem v a l ó d i  t e l i t e t t  S p e r n e r -
r e n d s z e r  .
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M o s t  v i z s g á l j u k  a  m á s o d i k  e s e t e t :  K 1 n e m t  t e l i t e t t . E k k o r  a
4 . 2  T é t e l h e z  h a s o n l ó a n  l é t e z i k  o l y a n  A (AtK) é s  C h a lm a z  
( C€ ( k ■*") , a m e l y r e  ACC. T e h á t  K<J(K ^ nem v a l ó d i  t e l i t e t t
S p e r n e r - r e n d s z e r . E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
B e l á t h a t ó ,  h g o y  Kd( K 1 ) 1 nem v a l ó d i  t e l i t e t t  S p e r n e r -  
r e n d s z e r ,  d e  a d u n k  o l y a n  p é l d á k a t ,  a m e l y e k  m e g m u t a t j á k ,  h o g y  
Kii(K ■*■) ^ t e l i t e t t  S p e r n e r - r e n d s z e r .  E k k o r  KŐ(K ^ 0 .
4 . 5  T é t e l . L é t e z i k  o l y a n  K S p e r n e r - r e n d s z e r ,  a m e l y r e
(1) v a g y  K t e l i t e t t ,  d e  K ^ n e m ' t e l i t e t t ,
(2) v a g y  K t e l i t e t t ,  de  Q nem t e l i t e t t ,
(3) v a g y  K b e á g y a z o t t ,  d e  K ^ nem b e á g y a z o t t ,
(4) v a g y  K b e á g y a z o t t ,  de  Q nem b e á g y a z o t t ,
(5) v a g y  K t a r t a l m a z ó ,  de  K 1 n e m t a r t a l m a z ó ,
(6) v a g y  K t a r t a l m a z ó ,  de  Q nem t a r t a l m a z ó ,
(7) v a g y  K e g y e s i t e t t ,  d e  K ^ nem e g y e s i t e t t ,
(8) v a g y  K e g y e s i t e t t ,  de  Q nem e g y e s i t e t t ,
a h o l  Q- 1 =K.
B i z o n y í t á s . A 4 . 1  P é l d a  s z e r i n t  k a p j u k  ( l ) - e t .  A 4 . 1  T é t e l  
m i a t t  e b b e n  a  p é l d á b a n  (K "^) 1 nem b e á g y a z o t t ,  t e h á t  i g a z
( 3 ) .  A 4 . 2  P é l d a  m i a t t  k a p j u k  a ( 7 ) - t .  A 4 . 1  P é l d á b a n  a  4 . 2  
T é t e l  s z e r i n t  Q t a r t a l m a z ó ,  a h o l  Q ‘*"=K. T e g y ü k  f e l ,  hogy 
h a  K t a r t a l m a z ó ,  a k k o r  K ^ i s  t a r t a l m a z ó .  E k k o r  a  4 . 1  
p é l d á b a n  l e v ő  K S p e r n e r - r e n d s z e r  t a r t a l m a z ó ,  m e r t  Q t a r t a l ­
m a z ó .  E z é r t  a  4 . 2  T é t e l  s z e r i n t  K ^ t e l i t e t t .  Ez e l l e n t m o n d
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a 4 . 1  P é l d á n a k .  T e h á t  i g a z  ( 5 ) .  ( 2 ) - r e  é r v é n y e s  a z  a l á b b i  
b i z o n y i t á s :
Leg y en  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t .  J e l ö l j e  
1 nK -K é s  K a z  o l y a n  S p e r n e r - r e n d s z e r t , a m e l y n e k  a n t i k u l c s a -  
n ” 1i n a k  h a l m a z a  Kn ( n * 2 ) . V i l á g o s ,  h o g y  a z  fi f e l e t t i  S p e r n e r
inj
2 - 1r e n d s z e r e k  s z á m a  v é g e s  ( l e g f e l j e b b  2 ) .  M á s r é s z t ,  K é s  K
h a l m a z o k  e g y é r t e l m ű e n  m e g h a t á r o z z á k  e g y m á s t  é s  KrtK '*"=0.
2 ,’ai
E z é r t  l é t e z i k  o l y a n  m t e r m é s z e t e s  szá m  (2<m<2 ) , a m e l y r e
Km=K é s  Km 1=K ^ . Most t e g y ü k  f e l ,  h o g y  h a  K t e l i t e t t ,  a k k o r  
Q ( Q ^-K) i s  t e l i t e t t .  E k k o r  n y i l v á n v a l ó ,  h o g y  v/p:K^ (2ápám) 
i s  t e l i t e t t .  A z a z  K 1 t e l i t e t t .  Ez e l l e n t m o n d  a n n a k ,  hogy  a
4 . 1  p é l d á b a n  l é v ő  K ^ nem t e l i t e t t .  T e h á t  l é t e z i k  o l y a n  K
S p e r n e r - r e n d s z e r ,  a m e l y r e  K t e l i t e t t ,  d e  Q nem t e l i t e t t .  A 
f e n t i  b i z o n y í t á s h o z  h a s o n l ó  módon i g a z  ( 4 ) ,  (6) é s  ( 8 ) .  E z z e l
a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
4 . 3  M e g j e g y z é s . Leg y en  a d v a  egy K S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi 
f e l e t t .  A 3 . 4  A l g o r i t m u s  s e g í t s é g é v e l  e l l e n ő r i z h e t j ü k ,  hogy  
K t e l i t e t t - e ,  t a r t a l m a z ó - e  vagy  e g y e s i t e t t - e .
4 . 2  A k - e l e m ü  m i n i m á l i s  k u l c s o k  r e n d s z e r e i
Számos d o l g o z a t  [ 4 1 ] ,  [44]  b e c s ü l i  a z  a d o t t  S p e r n e r -
r e n d s z e r t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  r e l á c i ó k  s o r a i n a k  s z á m á t  
s p e c i á l i s  e s e t e k b e n .  J e l ö l j e  L^ a z  fi n - e l e m ü  h a l m a z  ö s s z e s
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k - e l e m ü  h a l m a z a i n a k  r e n d s z e r é t .
Az 1 . 9  D e f i n í c i ó  s z e r i n t  legyen s ( K) = mi n ( m: K= KR , | R| =m, R 
a z  fi f e l e t t i  r e l á c i ó } .  A z a z  s (K)  a  K - t  r e p r e z e n t á l ó  m i n i m á l i s  
r e l á c i ó  s o r a i n a k  s z á m a .  L e g y e n  F ^ n ) = ma x { s ( K)  :KCL^ , | n | = n }
( L á s d  1 . 1 8  T é t e l t  j .  [ 4 4 ] - b e n  v i z s g á l t á k  a z  s ( L ^ ) - k a t .
E bben  a  r é s z b e n  a  n a g y  s ( K ) - k a t  b e c s ü l j ü k .  N y i l v á n  F | n ^=2.
4 . 5  D e f i n i c i ó . L e g y e n  N a  t e r m é s z e t e s  szám ok  h a l m a z a  
D e f i n i á l j u k  ^ 2 ^ - 1  * N N f ü g g v é n y t  i g y :
n
2 k - l 2 k - l
f  (n) 
2 k - l
k - 1
í  2 k - l
\  k - l  
í  2 k - l
\ k - 1
L— 7 - i
X
h a  n=0  (mod ( 2 k - l ) ) ,
h a  nEp (mod ( 2 k - l ) )  é s  l á p á k - 1  
h a  nEp ( m o d ( 2 k - l ) )  é s  k á p á 2 k - 2
é s  f 01 „ : N2 k - 2 N f ü g g v é n y t  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n
h a  nnO ( m o d ( 2 k - 2 ) ) ,
h a  nEp ( m o d ( 2 k - 2 ) )  é s  l S p á k - 1 ,
h a  nEp ( m o d ( 2 k - 2 ) )  é s  k á p á 2 k - 3
V i l á g o s ,  h o g y  2 k - l  é s  2 k - 2 = n .
L e g y e n  n = ( a 1 , . . . , a n } é s  ■ . • l/n t/W a z  fi p a r t í c i ó j a ,
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a h o l  m= [ 2^ _ j -] é s  | íJi | = 2 k - l  ( I á i á m ) .  L e g y e n e k  
K= {B : | B | =k , Bgfi± , v a l a m e l y  i  } ha  | W | =0 ,
K= {B : | B | = k , B g u ± (valamely i :  láiám-1) , vagy Bcfi^W j ha l á | w | á k - l ,
K= { b : | b | =k , B c n ± (valamely i :  Iá  iám) , vagy B9W} ha ká |w |á2k-2 .
K önnyen  b e l á t h a t ó ,  hogy  K e g y  S p e r n e r - r e n d s z e r  a z  fi f e l e t t  
é s  K_ 1  = {A: I A/)fi . I = k - l , V l } h a  | w | = 0 ,
K_ 1  = {A: IAAfii | = k - l ( v ' i : l á i á m - l )  é s  |A/)(fimvW) | = k - l }  h a  l á | w | á k - l ,  
K ^ ={A: IA ./'""N fi ^ |=k—1 ( v i : l á  i ám )  é s  | A n w | = k - l }  h a  k á | W | á 2 k - 2 .
V i l á g o s ,  hogy  f 2 k - l  = IK ^ I •
A n a l ó g  módon l e g y e n  fi = fi.jU. . . Jfimo/W a z  fi p a r t í c i ó j a ,  a h o l
m = [— —----- ] é s  j fi . I = 2 k — 2 ( v ' i i l á i á m ) .
2 k - 2  1
L e g y e n e k  K = { B : | B | = k ,  BCfi± , valamely i  ) ha  |w| =0,
K = { B : | B | = k ,  BCfi . (valamely i : l á i á m - l )  vagy Bcfi^uW} ha l á | w | á k - l ,  
K = { B : | B | = k ,  BCfi ^ (valamely i :  lg  iám) vagy BcW} ha ká|W|á2k-3.  
K önnyen  b e l á t h a t ó ,  hogy  f 2 k - 2  = IK I é s  n y i l v á n v a l ó ,  hogy
) > f < n >
/ 2 k - 2  \
j -  2k - 2 V  k - 1  /
2 k - 2
Az 1 . 1 3  T é t e l  m i a t t  é s  a z  F ^ ( n )  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  a z t
k a p j u k ,  hogy
Fkn> * V 2 f 2 k _ 2 (n> if(2^ )  [ 2 k ? l l
M o st  f i n o m a b b a n  b e c s ü l j ü k  F^. ( n ) - t .
N y i l v á n v a l ó ,  h o g y  m i n d i g  k o n s t r u á l h a t u n k  i l y e n  K S p e r n e r -
r e n d s z e r e k e t .
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4 . 6  T é t e l .  L e g y e n  n= ( a ^ , . . . , a  } . E k k o r  Ha n eO (mod ( 2 k - 2 ) ( 2 k - l )), 
a k k o r  f  2 k - l  ^  >f 2 k - 2  ^  ‘ Ha f i x ^ l j u k  k - t > a k k o r
l i m  f 2 k - l (n |  
n + ” f 2 k - 2 (n)
B i z o n y í t á s . Ha k = 2 ,  a k k o r  k ö n n y e n  b e l á t h a t ó ,  h o g y  V n : f 3 ( n ) 2 (n) , 
h a  n = 6 v a g y  n^ 8 , a k k o r  f 2 ( n ) > f 2 ( n ) .
le h e ti  F =
2 k - l
k - 1
n
2 k - l
n
2 k - l 2 k - l
n n
2 k - 2
k - 1
2 k - 2 ( 2 k - 2 ) ( 2 k - l )/ 2 k - 2 ^
V k - i  /
Q~.
. > n  « n
T u d j u k ,  h o g y  n ! = Y2Trn ( — ) • e  , i t t  O<0n < l .  
í g y
n
2 k - l







1 2 ( 2 k - 2 ) | ( 2k - 2 ) ( 2 k - l )
n
24 (k-1) I (2k-2) (2k-l)
V* ( k - r ) x 2 2k-H \ Vtt(Tc-T7
^  ^  ?v 9V-?  ^ ^  ^1T'k - 1 ^ 24(k- l)  ^2k
l l n  (1 -  4 -  ) | á  1
2k 1 = 2k - l
2k ' 2k - 2  ' 2
m i a t t
nT?2iír < 2i^ r 4 oroc-i),- - l ) - ö f c r  )
24 (k-1) 2k - l
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B e l á t h a t ó ,  hogy h a  k  = 3 ,  a k k o r  ^ - 2  ^  l n  24
é s  k ä 4 ,  e k k o r  ^  l n ( T r ( k - l ) )  -  2 4  ( k - 1 ) > 1 * T e h ^ t
2k^2  ( 2 l n  ( * ( k - 1 ) )  "  24 ( k - 1 )  2 k - l  > 0 * A z a z  ha  
n = 0 ( m o d ( 2 k - 2 ) ( 2 k - l ) ) , a k k o r  f 2 k - l ^ n ^ > f 2 k - 2 *n ^ '
M o s t  l e g y e n  n t e t s z ő l e g e s  t e r m é s z e t e s  s z á m ,  k r ö g z í t e t t .  
E k k o r  l é t e z i k  o l y a n  M szá m ,  a m e l y r e  0<M é s
L á th a tó , hogy ln  F -* » m ia t t  E-*-°° . A zaz
n -•« n->°°
f  2 k - ll i m  -----------------  = 00 ( k ö n n y e n  b e l á t h a t ó ,  h o g y  e z  k = 2 - r e  i s  i g a z . )
f 2 k - 2
E z z e l  a  t é t e l t  b e b i z o n y í t o t t u k .
A 4 . 6  T é t e l  é s  1 . 1 3  T é t e l  s z e r i n t  n y i l v á n  i g a z  a z  a l á b b i :
4 . 2  K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n  f i={a^  , . . . , a n } é s  L^ a z  fi ö s s z e s  
k - e l e m ü  h a l m a z a i n a k  r e n d s z e r e .
L e g y e n  t o v á b b á  F ^ ( n )  = max |  s ( K) : KCL ^ ,  | fi j =-n } - 
E k k o r  Fk ( n) ä  V 2 f 2 k - l ^  *
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4 . 4  M e g j e g y z é s . A 4 . 6  T é t e l b e n  l e g y e n  k = 2 .  E k k o r  a z t  k a p j u k ,  
h o g y  n - l á | K | á n + l  é s  f 3 ( n ) >3 , a h o l  | n |  = n . A zaz  | k 1 1 >34 *
T e h á t  m i n d i g  k o n s t r u á l h a t u n k  o l y a n  p é l d á t ,  a m e l y b e n  K 
e l e m e i n e k  szám a (a  m i n i m á l i s  k u l c s o k  s zá m a )  l e g f e l j e b b  
n + 2 ,  d e  K ^ e l e m e i n e k  szám a  e x p o n e n c i á l i s a n  f ü g g  | f i | - t ó l .
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